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本 书 根据 原 国家 教委 1987 年 批准 印发 的 《 复 变 函数 课程 教学 基本 要 求 》 及 1980 年 
颁布 的 高 等 工业 学 校 《 工 程 数学 教学 大 岗 (草案 ) 》 (四 年 制 试用 “积分 变换 ”部 分 ) 的 要 
求 ， 在 薛 以 锋 等 编写 的 《 复 变 函 数 与 积分 变换 》 讲 义 的 基础 上 加 以 扩充 和 进一步 修订 而 
成 ,全 书 共 分 为 十 章 ， 范 围 涵盖 了 解析 函数 、 柯 西 积分 定理 、 柯 西 积 分 公式 、 级 数 、 留 
数 、 分 式 线性 映射 、 拉 普 拉 斯 变换 、 传 立 叶 变 换 等 传统 的 工程 数学 的 内 容 ， 同 时 在 书 中 
也 用 一 定 的 篇 幅 分 别 介绍 了 图 内 调和 函数 的 性 质 及 广义 函数 的 积分 变换 等 一 些 既 有 理论 
意义 又 有 实际 应 用 价值 的 内 容 ， 以 便 选 用 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 非 数 学 专业 的 复 变 函 
数 及 积分 变换 课程 的 教学 用 书 ， 也 可 以 作为 高 等 理工 科 院 校 应 用 数学 专业 的 复 变 函数 课 
程 的 教学 用 书 。 

本 书 在 内 容 的 取舍 以 及 一 些 定理 的 证 明 上 兼顾 了 非 数 学 专业 及 应 用 数学 专业 学 生 的 
特点 , 力求 做 到 简洁 和 严谨 的 适度 统一 . 对 一 些 比较 难 的 内 容 或 是 超出 大 网 要 求 的 内 容 ， 
就 以 * 来 表示 。 
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第 一 章 复数 与 复 变 函数 


在 这 一 章 中 ， 我 们 首先 复习 在 中 学 里 已 经 学 过 的 一 些 有 关 复 数 的 基本 性 质 ， 然 后 定 
义 复 变 消 数 并 将 《高 竺 数学》 或 《数学 分 析 》 中 的 有 关 一 元 战 二 元 函数 的 极限 和 连续 的 
概念 移植 到 复 变 销 数 中 。 这 样 ， 我 们 就 建立 了 复 变 函 数 分 析 的 框架 。 

为 了 叙述 的 方便 ， 在 本 书 中 我 们 以 R, Z, N 分 别 表 示 实 数 集 ， 整 数 集 和 和 白 然 数 集 。 


81.1 复数 的 几何 意义 和 运算 


一 、 复 数 的 几何 意义 

设 z,y 是 两 个 实数 ，i = V=I 表示 虚数 单位 ， 即 i = -1。z + iy 通常 称 为 复数 ， 
记 为 >=z+iy。 

当 z,y 均 为 常数 时 ， z = z + iy 就 称 为 复 常数 ， 当 z,y 中 至 少 有 一 个 为 变数 时 ， 
2 三 了 十 iy 称 为 复 变数 。 在 >=z+iy 中 ，z 称 为 z 的 实 部 ，y 称 为 z 的 虚 部 ， 并 分 判 
记 为 z= Rez,y=Imz。 当 y=0 时 ，z = z 表示 实数 ; 当 z= 0 时 ，z=iy 为 纯 虚 数 ， 
当 z=y=0 时 ，z= 0 可 认为 是 实数 或 是 虚数 。 


根据 复数 的 定义 , 复数 > = z+iy 与 一 对 有 序 实数 对 (zx,y) ¥ Plz,y) 
相对 应 。 而 一 有 序 的 实数 对 在 引入 平面 直角 坐标 系 后 义 与 平面 从。 
上 的 点 相对 应 。 由 此 ， 我 们 可 将 平面 上 的 点 P(z,y) 看 作 是 复 
数 z=z+iy 的 儿 何 表 示 (图 1-1) 。 这 样 就 建立 了 复数 与 平 面 。 | 
上 的 点 对 应 关系 。 我 们 把 实数 对 应 于 模 坐 标 轴 上 的 点 z, 把 i 


虚数 iy 对 应 于 纵 坐标 轴 上 的 点 y。 于 是 横 坐标 轴 称 为 实 轴 ， 
纵 坐标 轴 称 为 虚 轴 ， 而 z = 0 则 对 应 于 坐标 原点 。 我 们 将 引入 了 实 轴 、 虚 轴 及 原点 的 平 
面 称 为 复 平 面 ， 记 为 
C={z=z+iylzyeR}。 
另外 ， 我 们 还 可 将 z = z +iy 理解 为 复 平面 内 ， 以 原点 O 为 起 点 以 (z, 切 为 终点 的 向 其 
OF (图 11) 。 
因此 ， 我 们 义 可 将 z 与 0 等 同 起 米 。 向 起 0 的 长 度 称 为 复数 z 的 模 ， 记 作 |z 
或 + ， 0 与 实 轴 的 正 向 夹 角 称 为 z 的 幅 角 ， 记 为 Argz。 
Se 


Argz 是 多 值 的 ,它们 之 间 可 以 相差 2r 的 整数 倍 。 我 们 把 在 (zt, 中 的 幅 角 称 为 
z 的 幅 角 主 值 ， 记 为 argz。 当 z = 0 时 ， Argz 无 意义 。 对 于 > = z +iy, 其 中 z,y 中 至 
少 有 一 个 不 为 0 时 ， z 的 幅 角 主 值 argz 可 由 下 式 给 出 : 
y 


arctan =, {z,y) 在 第 一 象限 

arctan 阳 十 A， (zx,y) 在 第 一 象限 
argz= 各 

arctan 这 一 T(z,y) 在 第 三 象限 

arctan 2 (z, 在 第 四 象限 ， 


这 样 ， Argz = argz 十 2kro 大 EZ。 
设 2=z+iy, 其 中 z,y 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 则 |z|=|0B|= VET =r #0, 
于 是 
+=z+iy=|I( 商 + 者 )= lcose+ising)。 
根据 网 拉 (Eular) 公式 ei = cosg +i sinb, z 可 以 用 指数 函数 表示 为 > = rei?。 


二 、 复 数 的 运算 
1. 运算 的 定义 
(a) 复数 的 相等 。 设 2 = zl +iy,z2 = z2 +iyz 是 两 个 复数 。 称 z1 与 za 相等 ， 记 为 
了 1 三 22, 是 指 zi = Za, 和 = ya; 
(b) 复数 的 加 法 与 减法 。 设 za = zl +ig,za=za+iyg, 则 习 与 2 的 加 ( 油 法 z+z2 
与 (21 一 .22) 分 别 定 义 为 
z= (T+) +i(n +y), 1 ~ z2 = (71— 72)+i(y ~ yo); 
复数 的 加 法 及 减法 运算 满足 平行 四 边 形 法 则 (如 图 1-2 所 示 ); 


入 了 十 22 y 


图 1-2 


(c) 复数 的 乘法 。 设 za = zi +iy = ei z2 = Zz2 +iyz = ei2, 则 z1 三 22 的 乘法 zz 
定义 为 


2122 = (7172 — ya) +i(T1y2 + Tay1) = rir2e i (0:+02); 


(d) 复数 的 除法 。 设 za = 71+iy = ei9,z2 = Zz2 ++iy2 = ei 关 0, 则 zz 与 z2 的 除法 
如 定义 为 


A Tr2 HY 2 TY Ni(01-05). 


2 好 十 好 到 十 好 r2 

(e) 复数 取 共 二 。 设 z = z+iy, 则 z 的 共 铀 复数 定义 为 = 工 一 iy。 

从 儿 何 上 看 ， z, z 关于 实 轴 对 称 。 

2. 复数 运算 的 一 些 性 质 

设 如 ,22,z3,z € C, 则 有 下 列 一 些 性 质 : 
(1) 红 十 如 三 32 二 21 (1 十 加) 十 23 二 如 十 (22 十 z3), 即 复数 加 法 遵循 交换 律 与 结合 律 : 
(2) z122 = z221, (z1z2)z3 = z1(z2z3), 即 复数 乘法 遵循 交换 律 与 结合 律 ; 
(3) z1(z2 十 23) = z122 十 z123 (分 配 律 ); 
(4) 厅 = > 机 于 区 一列 十 丈 , 可 本 一 天 和 ， (2) = 器 (这 里 ，z2 #0); 
(5) |z|? = zz z 十 二 = 2Rez, 2— 3= 2iImz; 


lz 


= #0); 


6) |z122| = |z z2l, | 二 
人 aal= aulal 2|= 


(7) Arg(z122) = Argz1 + Argz2, Arg (2) 三 Argz1 一 Argz2 (这 里 ， z1,z2 都 不 为 0); 
(8) IRez| < |zl, IImz| < lzl; 
(9) |z1 + 22| < lz1| + |z2l, |z1 ~ 22| > 1lz1| — |z2ll. 


3. 复数 的 乘 昧 与 开 方 
(1) 乘 疑 : n 个 相同 的 复数 z 的 乘积 为 > 的 n 次 血 ， 记 为 z? = &.z…z。 当 z 关 0 时， 
n 个 
"= (2 ,ne N, 并 规定 9 三 1 这样， 当 z 关 0 时 ,对 任何 整数 记者 可 定义 2"; 
(2) 开 方 : 设 z 天 0,m 是 白 然 数 。 我 们 把 满足 w* = z 的 解 w 称 为 z 的 n 次 根 ， 记 为 
让 二 YZ。 下面 我 们 米 推导 z* 的 表达 式 。 
设 2=rei9, w = pei9。 则 由 w" =z, 得 到 pr =7,np =0 二 2kn,kkE 2Z。 所 以 ， 
wn = z 的 解 为 


当 大 = 0,… ,n 一 1 时, wo，,… ,wn-1 互 不 相同 ; 当 大 取 其 他 值 时 ,wx 必 与 wo,… ,wn-1 
中 的 某 一 个 重合 ， 所 以 


zt =riei te k=0,...,n—1. 
例如 ， (1+i)# 二 2#e 主 加 "i, 二 0,1,2,3 共有 四 个 什 
wo 二 28e 可 1 wn = 2te Hi iwo; 


w=2edic_w, w=2deHi iw, 


Uo ww1, uay ws 这 四 个 点 在 以 原点 为 圆心 以 2 为 半径 的 圆周 上 是 将 此 圆 4 等 分 。 


三 、 例 题 
例 1.1 求 (1) z= 一 2+3i, (2) (2+i)3 的 实 部 ， 庶 部 ， 模 及 幅 角 。 
解 : (1) Rez = -2, Inz = 3, |z| = VC-32 二 35 = VI5; argz = -aretan3。 所 以 ， 
Argz 二 -arctan 3 + (2k + LD)n, 大 三 0, 士 ]……。 

(2) (2+i)3 三 2 十 3.22.i+3.2.i2+i3=2+11ib 所 以 (2+i)? 的 实 部 为 2, 虚 部 为 
1 模 为 5VB 旺角 为 2kr+ arctan 时 。 
例 1.2 设 3,za 是 两 个 复数 ， 证明: |z1 十 z2| < |z1| 十 1z21。 
证 阴 : 一 般 关 于 复数 模 的 等 式 或 不 等 式 的 证 明 往往 采用 公式 |z|? = zz, 将 复数 的 长 度 关 
系 转化 为 复数 的 代数 运算 关系 。 


由 于 
lz1 十 zj = (21 + 22)(D + 如 ) = 2151 二 21 到 十 2251 十 2222， 
所 以 
lz 十 za 所 =] + 2Re (z15) + zo 
Slal + JzoF +2lallz2l = (lz1| + zz) 
从 而 a 十 22| < lail + lz2l。 口 


。 例 1.3 将 在 直角 坐标 系 下 的 直线 方程 ar 十 by 十 c= 二 0 化 为 在 C 内 的 复 变量 表示 式 。 
解 : 由 于 z=z+iy, 所 以 
z= ic+ 引 = 去 @-。 
将 此 式 代入 az + by 十 c =0 得 : 
a(z+5)—ib(z—3)+2c= 0 
令 4=a-ib, B= -2c。 则 上 式 化 为 
Az+Az=B。 


这 就 是 直线 az+ 刀 +c= 0 在 C 中 的 表示 式 。 


四 、 复 数 的 复 球面 表示 

复数 除了 可 用 平面 内 的 点 或 向 其 表示 外 ， 还 可 以 用 球面 上 的 点 米 表示 。 下 面 ， 我 们 
米 描述 这 种 表示 方式 。 
BY 


取 一 个 与 复 平面 C 切 于 原点 z = 0 的 单位 球面 ， 球 面 上 的 一 点 3 与 原点 重合 (图 
1-3) 。 通 过 5 作 乖 直 于 C 的 直线 与 球面 相交 于 另 一 点 N。N 、S 分 别称 为 球面 的 北极 
与 南极 。 

设 P'(z,y) 为 C 内 任何 一 点 ， 则 过 六 点 与 P' 点 的 连 线 交 球面 丁 一 点 P(&,m,0)。 我 
们 以 入 为 射影 中 心 ， 则 除了 点 N 外 ， 球 面 上 所 有 点 与 平面 上 的 所 有 点 是 一 一 对 应 的 。 
令 N 对 应 平面 上 的 无 穷 过 点 co 于 是 ， C+ = CU {co0} (扩充 复 平面 ) 上 的 所 有 点 和 款 
面 上 的 所 有 点 成 了 一 一 对 应 。 内 此， 全 部 复数 可 用 这 个 球面 上 的 点 米 表 示 。 这 样 规定 的 
球面 叫做 黎 总 (Riemann) 球面 ， 而 这 样 的 对 应 关系 叫做 球 极 平面 射影 。 


我 们 现在 米 求 这 个 变换 的 方程 。 设 已 = (&,7,0), 已 = (z,y)。 根据 图 1-3, 有 
+P+(C-1)=1 


ed ,i 
r 2°€ 9 p 2-¢ 
故 得 
2 J 2 ,2(€+in 
?T2020 2 
因为 
Ne a 
zz= G0 er 
故 义 得 
=2+5) 272) C22 
+4’" +4'” z+4" 


复 球 血 能 把 扩充 复 平面 的 无 穷 远 点 明显 地 表示 出 米 ， 这 就 是 它 比 复 平面 有 优越 性 。 
由 于 复数 在 球面 上 的 表示 引出 了 扩充 复 平面 C+ 这 个 概念 ， 我 们 有 必要 定义 C+ 中 一 些 
运算 。 首先， 对 丁 复数 oo 来 说 ， 实 部 、 虚 部 与 幅 角 的 概念 均 无 意义 ， 但 它 的 模 则 规定 为 
+ooe ( 即 |oo| = +o0), 对 于 其 它 的 ze C, 则 |z| < +eo。oo 的 四 则 运算 的 规定 如 下 : 
(1) 加 法 : a+oo = oo+a=oo(a 天 oo); 
(2) 减法 : a-%=%-a=o%, (a #00); 


(3) 乘法， aoo= co:a= co (a #0); 
(9 除法 。 让 =0, 宝 =co(e 关 9) ,= (e 关 0 但 可 为 so) 。 


oo 


至 本 其 他 的 运算 如 co - co, 0 oo, 等 ， 则 无 法 定义 。 
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81.2 ”复数 项 级 数 


我 们 已 经 知道 ， 对 于 实数 列 {anjP，Jima_an = a 用 定义 米 表 示 的 话 就 是 : 对 Ve > 0， 
存在 白 然 数 N, 使 得 对 任何 wm > N, 有 an 一 a| < ec。 这 个 概念 可 以 推广 到 复数 范围 ， 内 体 
如 
定义 1.1 设 {cn}? 是 复数 列 ，c 是 一 个 复数 。 若 对 Ve > 0, 存在 自然 数 N, 使 得 对 任何 
n>N, 有 |en =-cl<e 则 称 {cn}P 收敛 于 c 并 记 为 im cn = 

对 于 复数 列 {cnjf， 若 对 任何 复数 c, 存在 co > 0 使 得 对 任何 自然 数 NN， 总 存在 
no > NN 满足 不 等 式 |cno 一 c| > eo, 这 时 我 们 就 称 {cnjf 是 发 散 的 。 

比如 ， 复 数列 {eeY} 收敛 于 0, 而 {1+i(1)"}? 却 是 发 散 的 。 


根据 复数 询 收敛 性 的 定义 ， 易 知 
命题 1.1 设 {cnjf 是 复数 列 ， ce C. 则 ,lim cn = 的 充 要 条 件 是 
im Recn 二 Rec 及 ‘lim, Imcn = Imc. 
设 {cn}P 是 复数 列 ， 
Dn 中 交趾 7 二 Oiss 
pt 
称 为 无穷 级 数 。 令 or = 鞭 与 为 器 的 前 项 之 和 。 若 ,Ran = 则 称 级 数 时 o 
PN 
收敛 于 5 而 用。 称 为 该 级 数 的 和 ， 记 作 s = 芝 cn。 着 序 列 fs) 不 收敛， 则 称 到 
发 履 。 
由 命题 11 可 得 : 
命题 1.2 设 fcnj 是 复数 列 ， 则 党 cn 收 全 的 充分 必要 条 件 是 吐 Recn 及 芝 Imc 部 
2 癌 名 


号 S 
收效 ， 而 且 入 mm = 立 Reo +i 立 mo。 
各 下 和 i 


于 是 利用 命题 1.2 可 以 得 到 复数 项 级 数 三 的 一 些 性 质 如 下 : 
命题 1.3 
(D 设 > Qn, ba bn 是 两 个 收敛 的 复数 项 级 数 ， 则 对 复 常数 入 ,ji， polo 十 pbn) 收 伍 


3 2 2 
且 有 QMan tpbn) =A Dantp Dbn; 
#1 si n= 


中 


(2) 设 三 cn 是 收 敏 的 复数 项 级 数 ， 则 lim cn = 0; 
(86) 设 车 on 为 复数 项 级 煞 ， 则 党 |cn| 收 并 的 充 要 条 件 是 党 IRecn| 及 羡 imen| 部 
收 化。 
证 明 ， 我 们 仅 对 (3) 进行 证 明 。 设 辫 co 收 伍 。 由 于 |Recn| < enl, lim en| < ln 故 由 下 
项 级 数 的 比较 判别 法 可 知 守 IRecn| 及 器 Im on| 都 收 人 。 
反之 ， 设 圭 IRecnl 及 里 tm on| 收 信 由 于 
len| = IRecn +imenl<slRecn|+lmon， 
故 守 lol 收 儿 。 0 
对 于 复数 项 级 数 二, 震 这 ll 收敛 ， 我 们 称 三 绝对 收敛 。 由 命题 1.2 及 合 
题 1.3 立刻 可 得 : 若 cr 绝对 收效， 则 守 on 必 收 人 


现 设 om 主 bn 为 两 个 绝对 收敛 的 复数 项 级 数 。 令 


a 
on 2 . 
j=1 


由 
Bos Bs (Pr) (Fe) 


j=1 


及 三 anl, 史 lbnl 都 K 煞 , 故 时 6 绝对 收 人 党 称 为 器 与 时 证 的 乘积 , 即 
i = 放 总 “六 


Do- (3°) (5%) 


例 1.4 判断 级 数 三 二 的 效 散 性 。 
解 : 由 于 1+i = V2e 3i, 所 以 原 级 数 化 为 


As AS 
注意 到 : 

(一 1 站 n= 多 0 n=4k 

. 1 

Ds = 钛 十 Ne = 
osm ( 万 n mm oy n=4k+1 

0 n= 条 十 2 4 (一 DJ n=4k+2 

(Dt n= 二 外 +3 Cy 孝 n= 锥 +3 


我 们 可 以 对 上 述 的 每 一 种 情况 分 曾 几 交 错 级 数 的 收敛 判断 法 则 进行 判断 ， 最 后 可 得 原 级 
数 收敛 。 


81.3 区 域 
在 定义 复 平面 C 内 的 区 域 之 前 ， 我 们 首先 同 顾 一 下 平面 中 点 集 的 一 些 基本 概念 。 


一 、 开 集 、 闭 集 

设 zeC,5>0.。 称 C 中 的 集合 U(zo,5)={zeCliz-zl< 引 为 z 的 5 邻 域 ， 
而 以 (io,0) = {z €E C10 < |z 一 zol < 9} 表示 为 zo 的 5 去 心 邻 域 。 一 般 而 言 ， 如 果 不 需 
要 特别 强调 5 时 ， 就 以 U(zo) 及 U( 和 ) 分 别 表 示 UV(zo,5) 及 UV(io,5)。 

有 了 邻 域 这 个 基本 概念 之 后 ， 我 们 就 可 以 米 定义 开 集 和 闭 集 。 
定义 1.2 设 已 为 复 平面 C 中 的 非 空 子 集 。 zoE 已 称 为 是 已 的 内 点 ， 若 存在 zo 的 一 个 
6 邻 域 U(z0,6) 使 得 U(z0,6) C EE. 记 E° 为 巨 中 内 点 的 全 体 ， 如 果 EE° = 殊 , 则 称 忆 为 
C 中 的 开 集 , 

C 的 非 空子 集 FF 称 为 是 出 的 ， 若 C\F 为 C 中 的 开 集 。 
定义 1.3 设 已 是 复 平面 C 中 的 非 空子 集 ，z < C. 车 z 的 任何 邻 域 U(z0) 总 含有 属 
于 已 中 的 点 及 不 属于 已 中 的 点 ， 则 zo 称 为 巨 的 边界 点 。 我 们 以 8E 表示 已 的 边界 点 
的 全 体 ， 并 称 之 为 巨 的 边界 。 

例如 ， 由 定义 1.2， 

Di=fzecllz<l,p=ftzscllz>1y 
都 是 C 中 的 开 集 ， 
Di={zéCllz|<1), b= CD 
则 为 C 中 的 闭 集 。 由 定义 1.3 可 知 
D,=0Ds = {zeCllz|=1} 

而 且 D1 = DiU8Di, D2 = DsU8D2 ( 见 图 1-4) 。 一 般 地 ， 我 们 可 以 定义 下 面 的 概念 。 


定义 1.4 设 巨 复 平面 C 中 的 非 空子 集 。 集 合 五 = E°* UBE 称 为 巨 的 闭 包 。 
根据 开 集 、 闭 集 的 定义 ， 易 知 
命题 1.4 复 平面 C 中 任何 有 限 个 开 集 的 交 与 并 都 是 开 集 ; 任何 有 限 个 闭 集 的 交 与 并 都 
是 闭 集 。 
但 下 面 关 于 闭 集 的 结论 却 不 是 容易 证 明 的 。 
命题 1.5 设 妃 是 复 平面 C 中 的 非 空子 集 。 
(1) 世 是 闭 的 ; 
(2) ze 巨 当 且 仅 当 存 在 {zn}? C 互 使 得 lim zn 二 2 
(3) 已 是 闭 的 当 且 仅 当 忆 = 殊 . 


证 明 ，(1) 根据 闭 集 的 定义 ， 我 们 需要 证 明 C\E 是 开 集 。 设 > e CN\ 巨 , 即 > 买书" 及 
z 9E。 由 边界 点 的 定义 ， z & 9 局 意味 着 存在 5 > 0 使 得 U(z,6) 中 不 含 中 的 点 或 
C\EB 中 的 点 , 即 U(z,5)NE=9 或 U(z,5)Nn(C\E)= 9。 

现 设 U(z,6)m(CN\E) = 即 U(z,6) CC。 则 ze ,这 与 zBE° 闷 盾 。 所 以 , 假 
设 U(z,6)n(C\E) = % 是 不 存在 的 。 

设 U(z,6)nE = 办 我 们 要 推出 (z,5)naB = %。 不 然 ， 若 存在 ze U(zo,5) naE， 
则 由 8E 的 定义 ， 对 于 使 得 U(z0,60) C U(z,6) 的 io, U(zo,60) 中 含有 已 中 的 点 ， 这 与 
U(z,5) nm 巨 = 少 和 矛盾 。 所 以 ，U(z,6) naB = 4。 由 此 ， 我 们 得 到 U(z,6)n B= 办 即 
U(z,6) CC\B, 即 z 为 C\ 巨 的 内 点 。 

(2) 设 re 巨 。 若 ze Bo, 取 zn=zmn=12,… 即 可 ; 若 ze8E, 则 由 边界 点 的 定 
义 ,对 任意 n>1 存 在 ze U(z, 基 站 已 。 于 是 ， ,lim_ zn = z。 反 之 ， 若 工 员 已 则 由 (1)， 
存在 6 > 0 使 得 U(z,56) C CN 巨 。 由 于 lim zn =7, 故 当 n 充分 大 时 ， zn E U(z,6), 这 就 
与 {znj?P CE 汗 盾 。 

(3) 由 村 请 是 闭 的 ， 所 以 当 巨 =E 时， 白 然 就 是 闭 的 ; 反之 , 设 已 十 闭 的 。 由 于 
巨 CB, 若 存 在 zo EB 且 zo gE, 即 zo EC\E。 因为 C\E 是 开 集 ， 所 以 存在 ” > 0 使 得 
U(z0,7) C C\E, 即 U(zo,r)n 巨 = 59。 于 是 ， 由 上 述 的 证 明 过 程 可 知 ，U(zo,7) 几 8E = 6。 
从 而 zo 4 6E。 又 zo 4 忆 , 故 zo 4 记 , 这 与 zE 巨 和 矛盾。 这样， 我 们 就 有 巨 = 五 。 村 


二 、 区 域 
定义 1.5 设 D 是 C 中 的 非 空 集合 。 称 刀 是 连通 的 ， 若 D 的 任何 两 个 点 都 可 用 属于 DD 
的 折线 连接 起 来 ; 称 DD 是 一 个 区 域 ， 若 D 是 连通 的 且 又 是 开 集 . 若 DD 是 区 域 而 万 连 
通 ,， 则 莱 访 是 C 中 的 闭 区 域 . 

例如 国 盘 Dr- = {z € C ||z| < r} 是 区 域 ，C 也 是 区 域 ， 五. 是 闭 区 域 。 注意 到 ，D， 
能 被 一 个 大 的 圆 条 所 覆盖 住 ， 而 C 则 不 能 被 任何 有 限 大 的 圆 盘 所 覆 闵 。 前 者 称 为 有 界 区 
域 ， 而 后 者 则 称 为 无 界 区 域 。 

把 上 述 概念 一 般 化 ， 我 们 就 有 


定义 1.6 C 中 一 个 子 集 G 称 为 是 有 界 的 ， 若 存在 M > 0 使 得 对 任意 zE G, |z| < M; 不 
是 有 界 的 集合 称 为 无 界 集 。 
由 定义 1.6 及 命题 1.5 可 以 看 出 ， 若 G C C 是 有 界 的 ， 则 G 也 有 界 。 例如， 区 域 
G={fzeClr<lz-zl<r} 
是 有 界 区 域 并 且 
6G ={zeCllz-zl=rjufzecllz-zl=ml 
G=fzeClr<lz-zl<r)}。 


三 、 平 面 曲线 

圆 盘 的 边界 是 一 个 图 周 ， 圆 环 域 的 边界 则 是 两 个 半径 不 同 的 圆周 的 并 。 一 般 米 说 ,， 
复 平面 内 的 区 域 一 般 是 由 一 些 曲线 及 《或 ) 一 些 扳 立 点 构成 。 

我 们 知道 ， 在 平面 直角 坐标 系 上 ， 由 方程 组 


可 确定 一 条 平面 曲线 C， 这 里 z(t), y(t) 关于 t 连续 。 在 复 平面 中 ， 曲 线 C 可 表示 为 
2 二 z(t) = z(t) + iy(t),a < t < 5 若 在 [中 上，z(b,y(b) 都 是 连续 的 县 对 任何 
te [ww 如 ,有 
(z(t)* + (v(t) #0 

则 称 C 为 光滑 曲线 。 由 儿 段 依次 相 接 的 光滑 曲线 所 组 成 的 曲线 称 为 按 段 光滑 曲线 。 

设 C: z= z(t),t € [a,9 为 一 条 曲线 。 a = z(a),B8 = z(b) 分 别称 为 C 的 起 点 和 终 
点 。 若 对 在 E [a,9,t2 € (a,b) 昌 二 天 妇 时 ， 有 z(6) 闫 z(t2), 则 称 C 为 简单 曲线 ; 若 
z(a) = z(b), 则 称 C 为 财 曲 线 ; 若 C 既是 简单 曲线 义 是 闭 曲线 ， 则 称 C 是 简单 闭 曲 线 。 

在 图 1-5 中 ， (a) 是 简单 财 曲 线 ， (b) 是 简单 不 闭 曲线 ，(〈c) 不 是 简单 的 财 曲线 曲 
线 ， (d) 既 不 是 简单 曲线 义 不 是 闭 曲 线 。 对 于 简单 闭 曲 线 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 


2z(a) = z(b) z(a) = z(b) 
D 几 C < 
z(a) > 人 
(a) 
图 1-5 


二 


定理 1.1 ( 约 当 (Jordan) 定理 ) 任意 一 条 简单 闭 曲 线 把 复 平面 分 为 两 个 不 相连 的 区 域 : 
一 个 是 此 曲线 的 内 部 为 有 界 区 域 ， 另 一 个 是 此 曲线 的 外 部 为 无 界 区 域 ， 它 们 都 以 此 曲线 
为 边界 。 

区 域 D,, = {zeC 1|z 一 zo| <ni} 与 区 域 Dr = {z EC |rz < |z 一 zol <r1} 是 不 
同 的 ， 前 者 的 内 部 没有 洞 ， 而 后 者 的 内 部 有 一 个 洞 ; Dr, 中 的 任何 一 条 简单 闵 曲 线 的 内 
部 在 Dr- 中 ,而 Dn,r。 中 却 有 内 部 不 属于 Dr,,r, 的 简单 闭 曲 线 。 鉴 于 此 ， 我 们 用 下 面 的 
定义 米 区 分 这 两 种 不 同类 型 的 区 域 。 
定义 1.7 设 G 是 复 平面 内 的 区 域 ( 或 闭 区 域 )。 称 G 是 单 连通 的 ， 若 G 内 任意 一 条 简 
单 闭 曲线 的 内 部 都 包含 在 G 内 。 不 是 单 连通 的 区 域 ( 或 闭 区 域 ) 称 为 多 连通 区 域 ( 或 闭 
区 域 )。 

用 通俗 的 语言 来 说 ， 所 谓 的 单 连通 区 域 就 是 没有 洞 的 区 域 ， 而 多 连通 区 域 则 是 有 洞 
的 区 域 (如 图 1-6 所 示 ) 。 


单 连通 多 连通 


图 1-6 


81.4 复 变 函数 的 极限 与 连续 性 


定义 1.8 设 已 是 C 中 的 一 个 非 空 集合 。 若 对 于 已 内 的 每 一 个 复数 z = Z 十 iy, 按 一 定 
的 规则 ， 有 一 个 或 几 个 确定 的 复数 ww=&+iv 与 之 对 应 ， 则 称 在 已 上 确定 了 一 个 复 变 函 
数 ， 记 为 


内 = /f(z2)=ut+iv,z€E. 


称 为 少数 7(z) 的 定义 域 ， 了 称 为 对 应 法 则 。 若 对 内 的 每 一 点 =, 只 有 唯一 的 一 
点 避 使 得 w = 7(z), 则 称 (2) 为 单 什 活 数 ， 若 对 内 的 每 一 点 =, 至 少 有 多 于 一 个 的 
使 得 w = f(2), 则 称 f(z) 为 多 值 肖 数 。 
例 1.5 f(z) = 22, f(z) = f(s) = 旦 二 ,2 了 一， 都 是 单 值 画 数 . 
例 1.6 f(z) =z3,z 关 0, f(z) = Argz,z 天 0 为 多 值 函数 。 

今后 若 无 特 别 声 明 ， 我 们 总 是 假设 复 变 区 数 是 单 值 的 。 

设 DD 是 C 中 的 一 个 区 域 ，w = f(z)=u+iv。 则 对 z=z+iy€ DD,w= f(z) 是 由 

i 


两 个 二 元 实 消 数 
. -ve ep 


v=v(z,Y) 


所 确定 。 
例 1.7 设 w=z22,z=z+iyw=u+iv。 则 


utiv=w=22=(r+iy)? =7 -y+2iry 
即 = 2? 一 纺 ,v =2zy。 现 设 
zr? 32 
二 一 + 二 <1 
D {wen tos } 


而 z=z+iy 在 D 上 变化 。 我们 来 求 点 (u,v) 的 变化 范围 。 
由 =22 一 奶 ,V = 二 2zy, 得 如 十 全 =(Z2 二 如)?, 从 而 


ECE [+o) 六 一同 . 


又 字 + 姥 <1 故 得 到 
13(u2 +v2) 上 + 5u < 72. 
再 化 简 ， 则 可 得 
(w+ 23) v2 
1 + 7 而 <1 

即 (u,v) 也 在 一 个 椭圆 盘 上 变化 . 

这 个 例子 说 明 ， 函 数 w = z? 将 椭圆 盘 映 成 一 个 椭 贺 盘 。 一 般 地 ， 对 于 给 定 的 C 中 
的 区 域 G 及 在 G 上 定义 的 复 变 函数 w = f(z), 我 们 对 G 在 f(z) 下 的 像 的 集合 及 = 
{f(z)|ze G} 是 非常 感 兴趣 的 。 我 们 希望 能 够 求 出 尺 的 形状 并 能 借助 G 及 f(z) 的 性 质 
米 揭示 尺 的 性 质 。 另 一 方面 , 对 于 C 中 给 定 的 两 个 区 域 CG 及 G2, 我 们 也 希望 能 够 找到 
一 个 复 变 销 数 f(z) 使 得 f(G1) = Gz。 这 两 方面 的 内 容 属于 复 变 的 数 的 共 形 映射 的 研究 
范围 ， 我 们 将 在 第 七 章 中 讨论 这 些 问 题 。 

下 面 我 们 将 仿照 一 元 角 数 ， 二 元 的 数 的 极限 及 连续 性 讨论 米 讨 论 一 目 复 变 函 数 的 极 
限 及 连续 性 。 
定义 1.9 设 w0, 4 €E C, w= f(z) 在 zo 的 某 个 去 心 邻 域内 有 定义 。 若 对 任何 > 0 存在 
6 >0 使 得 对 VzeU(io,5) 有 |f(z)-4|<e 则 4 称 为 f(z) 在 z 趋 于 zo 时 的 极限 并 记 
为 4= dm f(z) 或 f(z) 二 4 (zz0). 

由 于 复 变 消 数 极限 的 定义 与 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 的 一 元 函数 的 极限 定义 
相似 ， 我 们 可 以 仿照 证 明 下 面 的 性 质 : 
命题 1.6 设 f(z), g(z) 在 某 个 去 心 邻 域 [( 和 ,6o) 内 有 定义 且 

JJ =4 lm g(z)=B, 则 


= 


(1) 存在 zo 的 某 个 去 心 邻 域 [( 和 ,51) C U( 和 0,60) 及 M > 0, 使 得 |f(z)| < M 对 任何 
ZE Dr(i 和 ,6) 成 立 ; 
(2) lim (f(z)+9(z))= AtB, lim f(z)g(2) = 4B, 及 lim 于 = 各 (B#O0). 
由 于 复 变 孙 数 可 以 表示 成 两 个 二 元 函数 的 形式 ， 所 以 我 们 义 有 下 面 的 性 质 : 
命题 1.7 设 w = f(z) = u(T,y) +iv(z,y) 在 z0 = To 十 iyo 的 一 个 去 心 邻 域内 有 定义 ， 
4=4i+i4zz=z+iy。 则 dm (2) = 4 的 充 要 条 件 是 


二 4 ing, v(7,y) = 42。 
3 一 yo 3 一 3y0 


证 明 : 先 让 必要 性 。 由 极限 定义 ， 对 任何 e > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 0 < jz- zl < 5 时， 
有 1|f(z) - 4 <e。 由 于 
lu(z,y) — Ail < 1f(z)— A hlz,y) — Azl < 1f(z)— A 
故 由 二 元 函数 在 (zo,yo) 处 的 极限 定义 得 到 
lim u(z,y) = A1,， lim v(z,y) = hs。 


£0 £0 
y+yo yy 


现在 证 明 充 分 性 。 由 于 对 任何 e > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 0< lz-zoP+ly=-y < 人 82 时 
late 切 一 外 [< 到 lolz, 切 一 4 < 3. 
则 当 0< |z 一 zo| <5 时 ， 有 
(2) — A =I(u(z,9) ~ A1) +i(v(z,y) ~ 42)| 
Suzy) Ail+ bole,y) — Aol < $+5 = 
口 


同一 元 数 的 非 常 极限 的 定义 相 类 似 , 我 们 可 以 定义 lim f(z) = oo, Jim f(z) = 4 
及 Jim.f(z)=co 如 下 : 
定义 1.10 lim f(z) = oo 定义 为 : 对 任何 G > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 0< jz 一 zol < 5 时 ， 
lf(zl > G; 
省 a f(z) = 和 定义 为 : 对 任何 ce>0, 存在 六 >0 使 得 当 |z|>X 时 ，|f(z)-4l<e 
ea f(z) = oo 定义 为 : 对 任何 G > 0 存在 义 >0 使 得 当 |z|>XX 时 ，|f(z)| >G. 
比如 ， 根 据 上 述 定义 ， 我 们 有 


=%, lim -1 _ =0， lmtz- 训 =oo。 
人 a 下 


仿照 一 元 函数 及 二 元 函数 的 连续 性 的 定义 , 我 们 还 可 以 定义 复 变 函数 的 连续 性 概念 如 下 : 
定义 1.11 设 f(z) 在 zo 的 某 个 邻 域内 有 定义 。 若 Jim f(z)=f(z0), 则 称 f(z) 在 加 处 
连续 。 
设 f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 . 若 f(z) 在 DD 内 每 点 都 连续 , 则 称 f(z) 在 D 内 连续 。 
根据 这 个 定义 及 上 述 的 命题 1.7, 容易 得 到 


a 


命题 1.8 函数 f(z) = u(z,y)+iv(z,y) 在 zo = Totiyo 处 连续 的 充 要 条 件 是 u(z,y), v(Z.y) 

在 (zo,yo) 处 连续 ; f(z) 在 区 域 D 内 连续 的 充 要 条 件 是 u(x,y), v(Z,y) 在 DD 内 连续 . 
由 命题 1.7 及 命题 1.8 并 利用 闭 区 域 上 一 元 连续 郑 数 的 性 质 可 得 

命题 1.9 

(D 在 za 处 (或 区 域 刀 内) 连续 的 两 个 函数 f(z) 与 g(z) 的 和 、 差 、 积 、 商 ( 分母 在 20 
处 不 为 零 或 DD 中 使 g(z) 不 为 零 的 点 ) 在 z 处 ( 或 在 其 定义 域内 ) 连续 ; 

(2) 设 函 数 户 = g(z) 在 z 处 ( 或 区 域 D 内 ) 连续 ， 函 数 w= f(h) 在 ho = g(z0) 处 连 
续 ( 在 区 域 G 内 连续 且 G 3g(D)). 则 w= 7(g(z)) 在 加 处 (或 DD 内) 连续 ; 

(3) 设 f(z) 在 闭 区 域 万 上 连续 ， 则 存在 M > 0 使 得 |f(z)| < M, vz < 万 . 
由 命题 1.9, 我 们 可 以 推出 多 项 式 


Pi(z) = a0z" + :+an-12+an 


在 全 平面 C 内 连续 而 有 理 铺 数 
P,(z) = 0 + nl12+an 
@m(z) bozm + + bm_12 + bm 
在 区 域 忆 = {z € C1Qm(z) 冯 0} 内 连续 。 
最 后 ， 我 们 还 须 提 一 上 在 复 变 疾 数 中 常用 的 所 谓 在 曲线 上 连续 的 概念 。 
定义 1.12 设 f(z) 在 曲线 C 上 有 定义 ，z EC. f(z) 在 zo 关于 C 连续 是 指 lim f(z) = 
f(z0), zeC。 若 f(z) 在 C 上 每 一 点 都 连续 ， 则 称 f(z) 在 C 上 连续 。 
现 设 f(z) 在 曲线 C: z= z(t), a < t<b 上 连续 。 则 w(t) = 7(z(b) 在 [ww 引 上 连续 。 
于 是 ， 由 闵 区 间 上 连续 晴 数 的 性 质 可 知 ， 存 在 L > 0 使 得 对 任何 ze C 有 |f(z)| < 工 。 


习题 一 
1. 求 下 列 复数 的 实 部 、 庶 部 、 幅 角 与 模 : 
WE; ®t 
i i)5 一 1. i 
9 ED 外 全 坟 


2. 求 (1+i) 吉 及 (1 十 V)3。 
3. 设 a,b 是 实数 Hb > 0。 如果 有 实数 z，y 满足 方程 
r+iy= Va+ib, 

试 求 z，y 的 位 。 

4 设 红 ，z2 是 两 个 复数 ， 试 证 明 : 
la +zP +la -zp =2(aP +|z2f) 

并 说 明 此 等 式 的 几何 意义 。 

Ep 


10. 


21; 


12. 


13. 


14. 


. 试 证 明 : 半 血 上 三 点 21，z2，23 共 线 的 充 要 条 件 是 : 存在 不 全 为 零 的 实数 a，b <c 使 得 


at+b+c=0, azi+bz2+cz3=0。 


， 设 复数 入，z2，z3 满足 条 件 


z1+z2+z3=0, |z1|=|z2|= |z3|=1. 


证 明 : 4，z2，23 是 等 边 三 角形 的 三 个 项 点 。 


. 设 z1，z2 是 单位 加 内 的 任意 两 点 ， 证 明 : |z1 一 z2| < |1 一 zz|。 
2 2 
- 求 本 加 5 十 和 = 1 在 复 半 面 中 的 表达 式 。 


> 


下列 数 列 {fanj 是 省 收敛? 如 果 收 仇 ， 求 出 它们 的 极限 : 


3 一 2ni. 
2+mi” 
{or=e Ys (on= 
判断 下 列 级 数 的 仇 散 性 : 

(6+5Dn 


(1) an = 


Ot)” 


n 2" 
erin 


ps 
VER OL 
Vf 


各 
机 1 

3) hn OT mr 

试 求 泣 足 下 列 各 关系 式 的 点 的 轨 述 : 


(D 0< argz < 3 (2) Rez? < 2; 


(3)|2-1<2 (9 


z—1 
| >2. 
设 w = f(z) = 二 分 虽 求 下 列 儿 形 


CD 带 形 区 域 0 < Imz < 2， (2) 角形 区 域 > 1 y > 1 在 名 二 上 的 映射 下 的 像 , 


设 f(z) 在 zo 的 某 个 邻 域内 有 定义 日 lim f(z) = 和 4 头 0。 证明 存在 zo 的 某 个 令 域 U(z0,6) 
使 得 f(z) 关 0，Yz € U(zo,6)。 
求 下 列 极限 : 
， 2z4 十 z3 十 4z. z+2z0 
(中 24 十 z 十 1 ’ (2) si 1 十 20z 
. 设 
51 ={(21z2,21 + 22) |lz1| = |z2| = 1} 
Se ={(z2,2tz) ||z|=1, te [0,1]}. 
证 明 : 
(1) 车 刀 ，22，21， 台 是 单位 圆周 上 的 复数 而 册 zz2 = 台 双 ,21 十 加 三 台 十 双 ， 则 1 等 于 对 
或 加; 
(2) $1 = $2. 


Sh | 


第 二 章 解析 函数 


解析 函数 是 复 变 函数 研究 的 主要 对 象 ， 它 在 理论 和 实际 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 。 本 
章 在 介绍 复 变 施 数 导数 与 微分 的 基础 上 ， 着 重 研究 解析 函 数 的 概念 及 判别 方法 ， 最 后 介 
绍 一 些 常用 的 初等 函数 及 其 基本 性 质 。 


§2.1 复 变 函数 的 导数 与 微分 


在 《数学 分 析 》 或 《高 等 数学 》 中 ， 微 分 学 主要 是 研究 实 变 二 消 数 的 导数 与 微分 ， 
若 将 其 定义 推广 至 复 变 函数 中 米 ， 就 可 得 到 复 变 函数 导数 与 微分 的 定义 ， 并 且 微 分 学 中 
儿 乎 所 有 的 基本 定理 与 公式 都 可 移植 到 复 变 钞 数 中 。 不 过 ， 复 变 消 数 的 可 微 函 数 比 实 变 
函数 的 可 微 函数 具有 更 多 独特 的 性 质 。 


一 、 导 数 定义 
定义 2.1 设 函 数 w = f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 ， 给 自 变量 z 6 D 一 个 增 量 Az, 使 
z 十 AzE D。 如果 极限 
f(z+Az) -f(z) 
A A 人 
存在 ， 则 称 f(z) 在 z 点 可 导 或 可 微 ,此 极限 值 称 为 f(z) 在 z 的 导数 ， 记 作 f(z) 或 
w 
2 
”PRR f(z+Az)— f(z) 
7O) = Ws ms Az 
值得 注意 的 是 : 极限 (2.1) 的 存在 应 当 与 Az 趋 于 0 的 方式 无 关 ， 这 一 限制 比 实 变 销 
数 导 数 的 类 似 限制 要 严格 得 多 ， 从 而 使 得 复 变 可 导 函 数 具 有 许多 独特 的 性 质 与 应 用 。 
车 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 任 一 点 处 均 可 导 ， 则 称 f(z) 在 区 域 D 内 可 导 。 
根据 定义 2.1, 我 们 可 以 讨论 一 些 简单 复 变 函数 的 可 导 性 。 
例 2.1 例如 ， 根 据 导数 的 定义 ， 常 数 函 数 f(z) = C 的 导数 为 零 。 
例 2.2 求 函 数 f(z) = zm (n 为 正 整数 ) 的 导数 . 
_16- 


解 : 由 于 
lim f+Az) -fz)_ i (s+Az)"*—2z" 


Az=0 Az Az=0 Az 
-1 
= lim, (nz 十 2 本 ) zn-2Az 十 … 十 (Az)"™!) 
= 


所 以 ，f'(z) =nz"-!。 
例 2.3 考虑 函数 f(z) = |z|? 的 可 导 性 。 


解 : 当 z=0 时 ，j(z)=0， 
f(Az)-f0) IlezP 
如 Az Am Az lim, 
设 Az = Az +iAy, 则 Az = Azr 一 iAy, 由 于 Az 五 0, 则 有 Az 一 0 Ay 一 0, 从 而 
有 Az 一 0。 故而 有 f"(0) = 0。 


Rz。 


当 z 关 0 时， 
f(z+Az)-f(z) _ ,lz+AzP -lz 
2 Az Sa Az 
= ln C+ AD)G+AD) 28 
Az-0 Az 
本 z'Az+Az:3+Az:Az 
AA:=0 Az 
= lim (+E+2). 
Az 一 0 Az 
车 Az 沿 着 平行 于 z 轴 的 方向 趋 近 于 0, 则 Ay = 0, Az = Az, 从 而 
E_n 
az Az AzroAz 
此 时 极限 im (3+ E+2 人 ) = 了 +z。 


车 Az 沿 着 平行 于 y 轴 的 方向 趋 近 于 0, 则 有 Az = 0, Az = iAy, 从 而 
Az  ， -iay _ 
Asqo Az 一 am iAy a 


此 时 极限 Jim (2+ +z 从) = 一 z。 所 以 ，/(z) 在 z 关 0 处 不 可 导 。 
在 例 2.3 中 ,车 z 为 实数 ， 则 f(z) = |zj =z? 处 处 可 导 。 就 导数 存在 性 而 言 ， 当 = 
为 实数 或 复数 时 ， 二 者 差别 很 大 。 
二 、 可 导 与 连续 
设 郑 数 = f(z) 在 = 处 可 导 ， 即 f(z) = Jim, 了 二 人 一 人 存在。 考虑 极限 
Wimu[fe+Aa-JGj]= lm, LE+ A- .ass ple).0=0, 


PE 


这 说 明 f(z) 在 点 z 处 连续 。 于 是 可 知 ， 可 微 函 数 必 是 连续 闸 数 。 
另 一 方面 , 少数 f(z) 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 可 导 -如 例 2.3, f(z) = 1s = z2+y?， 

显然 f(z) 在 复 平 面 内 处 处 连续 ， 但 除 z = 0 点 外 ， f(z) 却 处 处 不 可 导 。 另 外 ， 在 复 变 衣 

数 中 处 处 连续 却 处 处 不 可 导 的 函数 儿 乎 随处 可 见 。 

例 2.4 证 明 /(z) = z 十 39i 在 复 平 面 上 处 处 不 可 导 。 


证 明 : 考虑 
lim (z+AT)+3Yy+AY)i—-z— 3yi 


lim, amo ArTtAvi 


Az 一 0 
假设 Az 治 任何 射线 Ay = kAz 趋 近 丁 0 (k 为 任意 实数 ), 则 极限 
Ar+3Ayi , Azr+3kAzi 1+3ki 
Asdo AzTAYi ardo Az+kaz 一 TH 


Je+Az -fe) _ 
Az 


显然 极限 值 与 上 的 取 值 有 关 , 因此 Jim 节 2 十 Az) 二 了) 不 存在 , 即 Pa) 不 存在 。 口 
Az 一 0 Az 


三 、 求 导 法 则 

由 杆 复 变 哨 数 的 导数 定义 与 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 的 导数 定义 在 形式 上 完 
全 一 样 ， 并 且 其 相应 的 极限 运算 法 则 也 完全 相同 ， 所 以 实 变 最 销 数 中 的 有 关 求 导 公式 及 
法 则 均 可 相应 地 推广 色 复 变 函 数 中 ， 其 证 明 也 完全 类 似 。 
命题 2.1 设 函 数 f(z) 与 g(z) 在 区 域 D 内 可 导 ， 则 有 
(1) [f(z) + 9(2)] = 7"(2) + 9'(2); 
(2) [7(2) .9(5] = f(z)g(z) + f(z)g'(2), 

特别 有 [a f(z)] = 二 a f(z) (a 为 一 常数 ); 


J GaG) ~ /Cg) | 
9 [|] = AE, G0 #0) 


(人 ) ( 复合 画 数 的 求 导 法 则 ) 
[reG)] = Yo :9'(2)， 其 中 w=g(2); 


(6) ( 反 阴 数 的 求法 则 ) 7() = 1， 其 中 四 一 了 () 与 :=g(w) 是 两 个 互 为 反 轴 才 
的 单 值 函 数 ， 且 g'(w) 关 0.。 

例 2.5 讨论 多 项 式 f(z) = anzn 十 .… 十 az 二 ao 的 可 导 性 。 

解 : 根据 例 2.2,(z") = ?2z"- ,以 及 求 导 法 则 可 知 f(z) = anzn 十 … 十 a1z 十 ao 在 整个 复 

平面 上 可 导 ， 并 旧 


f°(2) =nanz™ t+ (一 1)an-izn 2 


类 似 于 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 实 变 基 函数 的 高 阶 导数 ， 我 们 可 以 定义 复 变 
函数 的 高 阶 导数 。 
二 


十 … 十 Qi。 


对 于 可 微 函 数 w = f(z), 其 导数 f(z) 一 般 仍 是 z 的 消 数 。 如 果 极 限 
lim E+A) -f(z) 
Az 一 0 Az 
存在 ， 称 此 极限 为 函数 f(z) 的 一 阶 导 数 ， 记 为 : 
2 
4 w"(z) 或 1"(z)。 
也 = f(z) 的 二 阶 导数 仍 可 作为 z 的 函数 ， 因 此 仍 可 考虑 1"(z) 是 否 具有 导数 ， 称 
/"(z) 的 导数 为 f(z) 的 三 阶 导 数 ， 记 为 


3 
wo，1G) 或 Ja 


一 般 地 ，n 一 1 阶 导数 fo"-0(z) 的 导数 ， 称 为 f(z) 的 n 阶 导数 ， 记 为 


df 或 yo 
或。 7 


二 阶 及 一 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导 数 。 
由 于 高 阶 导数 的 定义 是 按照 导数 米 定义 的 ， 因 此 求 高 阶 导数 并 没有 新 的 计算 法 则 。 


四 、 微 分 


考察 在 区 域 D 内 的 可 导 消 数 f(z)。 对 ze D, f(z) 在 z 可 导 ， 即 
lim +A*)—/f() 


Az-0 Az =7O) 
或 写成 
， [fz+Az -fc)  ， 
可 
p(Az) = e+- — f'(z), 


则 有 Jimup(Az) =0, 于 是 
f(z+Az)— f(z)= jz).Az+p(Az).Az， 
令 (Az) = p(Az) Az。 显然， simoe(Az) =0。 从 而 有 
f(z+Az)— f(z)= f(z): Az+e(Az). (2.2) 

(2.2) 式 是 导数 定义 的 一 种 等 价 形式 ， 其 右 端 第 一 项 f(z) .Az 称 为 消 数 f(z) 在 z 处 的 微 
分 ， 记 为 df(z), 即 djf(z) = f(z):Az。 

特别 当 f(z) =z 时 ， 有 djf(z) = dz = Az。 于是，f(z) 在 z 点 可 导 ， 其 导数 可 用 微 
分 表示 : 


1O= 笃 . 


利用 导数 与 微分 的 关系 ， 我 们 可 以 由 导数 的 四 则 运算 推出 微分 的 四 则 运算 ， 读 者 可 
以 白 己 推 导 。 


Re :We 


82.2 ”解析 函数 的 概念 与 柯 西 -~ 黎 曼 方程 


一 、 解 析 函 数 的 概念 

在 复 变 哺 数理 论 中 ， 研 究 的 不 是 只 在 个 别 点 可 导 的 消 数 ， 而 是 在 某 些 点 的 邻 域内 可 
导 的 销 数 。 
定义 2.2 如 果 函 数 f(z) 在 点 z0 的 某 个 邻 域内 处 处 可 导 ， 则 称 f(z) 在 点 zo 解析 . 

如 果 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 解析 ， 则 称 f(z) 在 D 内 解析 ， 或 称 f(z) 是 D 内 的 
解析 少数 。 假 设 D 为 一 财 域 ， 苦 有 一 区 域 包含 闭 域 D, 并 且 f(z) 在 此 区 域 中 解析 ， 则 称 
f(z) 在 闭 域 D 上 解析 。 

解 忻 半数 也 称 为 全 纯 函 数 或 止 则 闭 数 。 

如 果 函 数 f(z) 在 zo 不 解析 ， 则 zo 称 为 f(z) 的 奇 点 。 

由 定义 可 知 ， 函 数 在 区 域 D 内 解析 与 在 D 内 可 导 是 等 价 的 。 而 函数 在 一 点 解析 与 
可 导 却 不 是 等 价 的 概念 。 因 为 若 函 数 f(z) 在 一 点 zo 处 解析 ， 则 "(zo) 必然 存在 ; 反之 ， 
若 f(z) 在 点 zo 可 导 ， f(z) 在 点 zo 不 一 定 解析 。 如 例 2.3 中 ，jf(z) = lz 在 z=0 可 
导 ,， 但 在 z = 0 的 任 一 去 心 邻 域内 均 不 可 导 ， 所 以 f(z) 在 z = 0 处 不 解析 。 

因此 ， 清 数 f(z) 在 一 点 zo 处 解析 ， 不 仅 要 求 f(z) 在 zo 处 可 导 ， 还 必须 要 求 在 zo 
的 某 个 邻 域内 的 任 一 点 都 可 导 。 

例 2.6 研究 函数 w= 二 的 解析 性 。 


解 ， 易 知 z 关 0 时 ， 
(z+Az)- -zl > 
im Az sy (z+Az)z 22 
dw 了 
即 可 z = 一 玖 。 


所 以 除 z= 0 点 外 ，w = i 在 复 平面 上 处 处 解析 ， z = 0 是 它 的 奇 点 。 


研究 一 函数 f(z) 在 一 区 域 中 是 否 解析 ， 可 以 利用 导数 定义 及 求 导 法 则 , 求 出 此 少数 
的 导数 ， 再 利用 解析 函数 的 定义 ， 确 定 f(z) 的 解析 性 ， 如 例 2.6 。 但 是 这 种 方法 仅 适 用 
于 一 些 简单 诅 数 解析 性 的 判 曾 ， 对 于 较 复杂 的 函数 则 需 另 辟 溪 径 。 


二 、 柯 西 - 黎 曼 方程 


设 消 数 f(z) = u(z,y) + iv(z,y) 在 其 定义 域 D 内 解析 ， 则 f(z) 在 内 任 一 点 
z=z+iy 可 导 。 即 Yz Ee D, 有 


= lim FEE+A2)- f(z) 
f= mo Az 和 


| Ye 


其 中 
f(z+Az)— f(z) 
=u(z + Az,y+Ay) +iv(z + Az,y+ Ay) — u(r,y) -iv(z,y) 
= [u(r + Az,y + Ay) — ur, +ilv(z + Az,y + Ay) ~ v(z,y)]。 


令 
Auv=uz+Ar,y+Ay) — ul(z,y), 
Av =v(rT + Az, y+ Ay) — v(z,y), 
Az = Ar+iAy, 

则 了 (9 = 9。 乱 半 全 ,并且 上 述 极限 与 As 趋 于 0 的 方式 无 类。 十 龙 ， 当 Az 治平 


行 于 实 轴 z 的 直线 趋 近 于 0, 即 Ay =0, Az 一 0 时, 有 
AutiAv ) /Au ,Av 
本 im, ( )， 


f= dn, az az tiar 
‘uh, E 
了 是 南 ， 页 从 然 存在 , 且 有 
J _ Bu .bu 
= 现 +i 责 。 (2.3) 
同样 令 Az = 0, Ay 一 0, 则 有 
。 Au+iau 1 ， Au ， Av 
7G) = 如 。 iAy 一 Ta Ay ay-o Ay’ 
Bu bo ， 
故 知 醒 ' 醒 必然 存 华 ， 且 有 
wl bg _ Bo 9 
f=i 1 i 人 
比较 (2.3) 与 (2.4) 可 知 |: 
Du _ Bu Ou 


Ck so 
(2.5) 式 称 为 柯 贞 - 黎 晤 (Cauchy-Riemann) 方程 或 C-R 条 件 。 

总 结 上 述 讨论 ， 得 到 了 函数 解析 的 必要 条 件 。 
定理 2.1 若 函 数 /(z) = u(z,y) +iv(z,y) 在 其 定义 域 D 内 解析 ， 则 二 元 实 函 数 u(z,y) 
与 v(z,3) 在 相应 点 (z,y) 处 有 偏 导数 uz, uy, vz, vy, 并 且 满足 C-R 条 件 。 

注意 ;定理 2.1 中 的 条 件 仅 是 必要 的 ， 不 是 充分 的 。 
例 2.7 验证 函数 f(z) = Vlzy| 在 z=0 满足 定理 2.1 中 的 条 件 ， 但 在 z = 0 不 可 微 。 


解 : 由 J ulz,y) 三 Vzyl, v(z,y) =0, 
uAz,0) —u(0,0) _ 


us(0,0) = lim, 和 0 =w(0,0) 
uy(0,0) = =0= -un(0,0)， 


2 
A 
6 


f(Az)—f(0) _ VIAzAy| 


Az ~ Ar+tiAy 
在 Az 一 0 时 不 存在 极限 。 内 为 当 Az = Az+iAy 治 射 线 Ay =kAz (Az>0) 随 Az 一 0 
而 趋向 地 时 ， 有 
lim /S70) _ VIAzAI _ VK 


Az—0 Az ArtiAy 1+ki’ 
显然 极限 值 与 有关。 
例 2.8 在 函数 f(z) = Rez 中 ， 与 v 有 任意 阶 偏 导 数 ， 然 而 f(z) 在 复数 域 C 内 处 处 
不 可 导 。 
解 : 由 丁 f(z) = Rez= z, 则 有 ~ = z,u= 0。 显 然 v 与 v 有 任意 阶 偏 导数 。 
对 Yze C, 考察 极限 


f(z+Az)—-f(2) _ T+Ar-z |， Azr 
di 和 z = ArTiAr A NA 


当 Az = Az +i Ay 沿 平行 于 z 轴 的 直线 趋 于 0, 即 当 Ay = 0, Az 一 0 时 ， 
AT 5 Arz 
2 Az+iAy 各 ArtiAy 1 


而 当 Az = Az +iAy 沿 平行 于 y 轴 的 直线 趋 于 0, 即 Az = 0, Ay 0 时 ， 


Az Arz 
四 ds Ar+iAy en Ar+iAy = 
UY 


所 以 f(z) = Rez 在 C 上 处 处 不 可 导 (参见 图 2-1) 。 


(z,vy+Ay) (z+Az,y+Ay) 


y (z+Az,y) 


将 定理 2.1 中 的 条 件 适 当 加 强 ， 就 可 得 到 
定理 2.2 ( 函数 解析 的 充 要 条 件 ) 函数 f(z) = u(z,y) +iv(z,y) 在 其 定义 域 D 内 解析 的 
充 要 条 件 是 : u(z,y) 与 v(z,y) 在 DD 内 任 一 点 2 二 z+iy 处 可 微 ,而 且 满 足 C_R 条 件 
Du 


二 


证 明 : 必要 性 。 若 f(z) =w(z,y) +iv(z,y) 在 z=z+ig 处 解析 ， 即 f(z) 在 > 处 可 微 ， 
则 右 
Af(z)= f(z+Az)— f(z)= 7"(2)Az +e(Az), (2.6) 
其 中 e(Az) 一 0(Az 一 0) 。 
着 记 Az = Az+iAy, j(z) =a+ip, Ajf(z) = Au +iAv, e(Az) = el +iez, 并 用 
= o(|Az]), ez = o(|Azl)。 则 (2.6) 式 可 写成 
Au+iaAu=(a+iB)(Az+iay)+e+ie 
=aAr— PAy+e +i(BAzr +aAMy+e2) 
即 有 
Au = aAr — BAy+a, 
Av = PAT +aAy+€, 
由 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 一 元 的 数 微分 的 定义 , 可 知 : u(z,y), v(z,y) 在 点 (z,y) 
处 可 微 ， 并 日 
Uz=Qa, Ww=-hb, v=P, WwW=a, 
从 而 有 uz = wy, uy = 一 vz, 即 满足 C-R 条 件 。 
充分 性 。 若 一 元 实 扼 数 u(z,y), v(z,y) 在 (z,y) 可 微 ， 即 
Au = urzAz+tAy+el 


Au=vuzAz+uwAy+ez， 


其 中 el = o(V(Az)j2 + (Ay)’), e2 =o(V(Azjz+(Ay)3) 。 


由 C-R 条 件 , 令 
Uz = Vy = Qa, vz = ~uy =P。 
丁 是 
Af= AutiAv 
=aAr— PAy+e +i(BAz + aAy + e2) 
= (at+iB)(Az +iAy) +e+ies 
信 =atip+tn 
其 中 = 癌症 全， 并 县 有 
nl< lal lezl 


S$ VRDT TE + VAD 0 
a 


所 以 


Af 


AR 
即 


f'(2)=at+iB=us t+iv =vy -ivy. 


由 z 的 任意 性 可 知 ， f(z) 在 定义 域 D 内 任 一 点 均 可 导 ， 所 以 f(z) 在 D 内 是 解析 
半数 。 


已 
推论 2.1 若 ulz,gy) 与 v(z,y) 的 一 阶 偏 导数 在 (zo,yo) 点 连续 ， 且 满足 C-R 条 件 ， 则 
f(z)=u(z,y)+iv(z,y) 在 z= zo Sy 点 可 导 ， 


且 
Jr) = 全 + 全 = 名 -党 . 
定理 2.2 提供 了 种 常用 的 方法 , 并 且 给 出 了 一 个 简洁 的 导数 公式 。 
例 2.9 判断 下 列 函 数 是 否 解析 
1) f(2) = zRez; (2) 7(z) = z3 


一 3zy2 +i(3z2y — y?). 
解 : (1) 可 知 ， vw(z,y) = z2, v(z,y) = 


Zy, 故 有 : 
Ou =22 oe =0, 多 = Oa 
Ez 7 Oy 
则 易 知 仅 当 z =0 且 y = 0 时 ，C-R 条 件 被 满足 。 因此 ,函数 f(z) = z Rez 仅 在 点 z= 0 
可 导 ， 而 在 任何 点 处 都 不 是 解析 的 
(2) 由 f(z2)=utiv=23 


3zy? +i(3z2y 玉 ), 得 到 


uz,y) =73 ~ 37y, vz,y) = 372y — Ys, 
则 有 名 = 3z2 — 3y2, 和 = 3z2 — 3y2， 党 = -6ry, 到 =6zy 


4 满足 C-R 条 件 ， 从 而 f(z) 在 复 平面 上 为 解析 消 数 ， 

f(z) = (3z2 — 3y?) +i .6zy。 

例 2.10 设 f(z) = az2 十 bry +cy?+i(z? 十 zy 十 dy?) 求 常数 a,b, c,d 使 f(z) 在 全 平面 
内 解析 。 


解 : 设 u(z,y) = az2 + bry + cy?, u(z,y) = 7? +zy+dy?, 则 


Ou 
+ 


h 
名 = 如 +aay 
Ov 
本 + 而 + 
从 而 ， 由 C-R 方程 得 到 
2az+ 友 =z+2dy， br+2cy = (2z+Y), 
所 以 ， 
a = 到， b= —2, 入 
-24- 


3 d=-l. 


例 2.11 证 明 f(z) = er(cosy +isiny) 在 复 平 面 内 解析 ， 且 f(z) = f(z). 
证 明 : 由 于 u(x,y) = ercosy, uv(z,y) = ersiny, 而 


Ce CA 
Or Oy 
Ov 二 
3 siny, 页 = siny, 
在 复 平面 内 处 处 连续 ， A C-R 条 件 ， 由 定理 2.2 可 知 ， f(z) 在 复 平面 内 解析 ， 并且 
f(s)= 全 +i 主 oy =ercosy+iezsiny = f(z)。 


Or 


利用 定理 2.2, 我 们 可 以 导出 下 面 一 些 较为 有 用 的 推论 : 
推论 2.2 若 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f'(z)=0 (z€ D), 则 在 DD 内 f(z) 三 


证 明 : 由 假设 ， f(z) = wu(z,y) +iv(z,y) 在 D 内 每 一 点 可 微 ， 匡 


f(z2) =us +ive = -iuy=0, 
则 在 DD 内 必 有 wz = 0, vz = 0 wy = 0, vy = 0。 于 是 在 D 内 u,v 必 为 常数 ， 因 此 在 D 内 
f(z) 三 常数 。 口 


推论 2.3 若 f(z) = wu(z,y) + iu(z,y) 在 区 域 D 内 解析 ， 且 f(z) 天 0 (ze DD), 则 
UW(z,y) = CI 与 u(z,y) = C2 (Cu C2 为 常数 ) 是 DD 内 两 组 正 交 曲 线 族 。 


证 明 : 由 于 ja = 全 -i 总 #0, 则 总 与 总 必 不 全 > 为 零 。 


OW NW oY 和 
(1) 如 果 在 两 曲线 的 交点 (z,y) 处 ， 将 0 名 关 0。 丁 是 由 隐 轰 数 求 导 法 则 可 知 ， 
曲线 wz,y) = Ci 的 斜率 
避 = 一 刀 ; 
Uy 
曲线 v(z,y) = C2 的 斜率 
=- 
Vy 


由 C-R 条 件 可 得 
Uz Vz 
(其 一 

这 说 明 wu(z,y) = C1 与 v(z,y) = C2 五 相 正 交 。 

(2) 如 果 在 点 (z,y) 处 ， wy 与 ww 有 一 个 为 0, 则 另 一 个 必 不 为 0, 不 妨 设 wy = 0， 
Ww 关 0, 则 容易 知道 此 时 曲线 u(z,y) = Ci 在 (z,y) 处 有 乘 直 的 切线 ， 由 C-R 条 件 知 : 
Vz = 三 Uy = 0, 即 v(z,y) = C2 在 (z,y) 处 有 水 平 的 切线 ， 从 而 它们 仍 互相 正 交 。 口 
推论 2.4 如 果 几 = u(z,y) +iv(z,y) 为 解析 函数 ， 则 它 一 定 能 单独 用 z 来 表示 。 

2 


证 阴 ， 事 实 上 ， = u(z,y) + iafz, 切 可 以 看 作 两 实 变量 =, y 的 一 元 郑 数 ， 而 由 于 
z= 二 E+ y= 机 (一双 
所 以 义 可 看 作 =, = 的 复 值 基数 。 要 证 明 w 仅 为 = 的 活 数 ， 只 须 证 明 他 = 0。 


类 似 于 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 偏 导数 的 链 式 法 则 ， 我 们 有 
党 = 下 项 + 党 全 = 村 (党 到 )。 


+i 


0z orb Wo 2\0r Em 
由 于 
au eu au _ gu ,ip 
to Wy 
所 以 


名 -二 (名 多 + 二 (名 + 名 ) 

5 2\ar 2 2\ar 6 

由 于 w 为 解析 郊 数 ， 由 C-R 条 件 可 知 
如 = 
5 


这 说 明 解析 逆 数 w = wu(z,y) +iv(z,y) 能 单独 用 z 来 表示 。 口 


0。 


82.3 ”初等 解析 函数 


我 们 知道 ， 在 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 有 儿 个 常用 的 基本 初等 函数 ， 这 一 节 
我 们 将 这 几 个 常用 基本 初等 函数 推广 到 复 变 量 的 情形 并 研究 它们 的 性 质 ， 特 别 是 解析 性 
质 。 从 中 我 们 发 现 ， 复 平面 与 实 平面 中 的 基本 初等 消 数 有 许多 相似 之 处 ， 也 存在 本 质 差 
异 。 例如， 在 复 平面 中 e* 是 周期 函数 ， 三 角 函 数 sin z 与 cosz 是 无 界 消 数 ， 等 等 。 


一 、 指 数 函数 
定义 2.3 在 复 平面 内 定义 的 一 个 函数 f(z) 若 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) f(z) 在 复 平面 内 处 处 解析 ; 
(2) f(z) = f(z) 而 且 f(0) = 1; 
(3) flz1 + 22) = f(a1): f(z2), 
则 称 函 数 f(z) 为 指数 函数 。 
假设 指数 前 数 f(z) = u(z, y) +iv(z, yY), 则 w(0,0) = 1, w(0,0) = 0。 由 条 件 (1) 可 知 : 


df_ 和 bo bn bu 


dz to my i 
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根据 条 件 (2), 得 : 
Bu pu 


村 rig tiv, 
Do 
Wy 2 
色色 - 多 Ee 于 =- 全 wi 宙 Ce = 及 u(0,0) = 1 得 到 wu(z,y) =e7 .和 (y), 


其 中 A(y) 可 微 , 县 A(0) =1。 由 多 = 及 u(0,0) =0, 得 到 v(z,y) = erp(w), 其 中 p(y) 
可 微 ， 且 p(0) = 0。 因 此 有 


名 =e* :p(y) =u=er.Ay), 
狗 =e7X)=-= -esp 
即 wy) = 和 (y), 入 (y) = 一 p(y)。 从 而 有 
p(y) = Ny) = —p(y), (2.7) 
Ny) = -u(y) = 一 AM)， (2.8) 


解 微分 方程 (2.7) 得 

HA) = Ci cosy + Cosiny， 
由 于 py(0) = 0, 故 Ci = 0, 即 有 p(y) = C2siny。 从 而 由 (2.8) 得 和 (y) = p(y) = C2 cosy, 
再 由 和 (0) = 1, 得 到 C2 = 1, 即 和 (y) = cosy, HG) = siny。 

最 后 ， 我 们 得 到 了 指数 北 数 的 表达 式 
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) =e "(cosy +i siny)。 

用 es 或 expz 表示 ， 即 

es =ez(cosy+isiny)。 (2.9) 
容易 验证 ， 它 具有 如 下 性 质 : 
(1) 指数 函数 不 取 零 值 ， 即 e* #0; 
(2) lez| = er, Argez =y +2kn, k=0,+1, +2,.-; 
(3) 对 于 实数 z = z (y = 0), 有 e” =e”, 与 通常 的 指数 定义 是 一 致 的 ; 
(4) 对 于 任意 的 纯 虚 数 > = iy, 有 eiy = cosy +i siny; 
(5) es 是 以 2ri 为 基本 周期 的 周期 函数 ， 即 对 任 一 整数 上 有 esf+2kri =e5; 
(6) 极限 Jime* 不 存在 ， 即 es 无 意义 。 


二 、 三 角 函 数 
由 于 


eiv=cosytisiny,  e-iv=cosy—isiny, 
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从 而 得 到 


a eiv—e-iy eiyteriy 
A A 
将 其 中 的 实数 y 以 复数 z 代替 ， 即 可 得 到 复数 三 角 函 数 的 定义 。 
定义 2.4 称 
RN eiz ~e-iz ee eiz 十 e-iz 
2i 2 


为 复数 z 的 正弦 函数 与 余弦 函数 。 
目 弦 消 数 与 余弦 消 数 具有 如 下 性 质 : 
(1) 当 z 为 实数 时 ， 与 通常 的 三 角 消 数 定义 是 一 致 的 ; 
(2) 在 复 平面 上 是 解析 的 ， 并 县 
de d 
pA Gd = COszZ, az(cosz) = —sinz; 
(3) sinz 是 奇 国 数 ， cosz 是 偶 函 数 ， 即 
sin(—2z) = 一 sin z, cos( 一 z) = cosz; 
(4) sinz 和 cosz 以 2r 为 基本 周期 ; 
(5) 三 角 公 式 成 立 
sin(z1 + 22) = sin zl cos z2 + COs z1 Sin z2, 
cos(zl + 22) = cos z1 cosz2 — sin z1 sin z2; 
(6) sinz 和 cosz 有 关系 式 : 


; ry nt 
sin2z 十 cos2z = 1, Sin (可 一 起 = cosz; 


(7) sinz 的 零点 为 z = mr (n = 0, 士 1 士 2，…)，cosz 的 零点 为 zx = (n 十 Pr (n= 
0,， 土 1, 士 2，…), 即 sinz 与 cosz 仅 在 它们 作为 实 变 最 消 数 的 零点 处 才 为 0, 除 此 之 
外 再 无 其 他 零点 ; 

(8) |sinz| 与 |cosz| 是 无 界 的 。 例 如 ， 取 z =iy (y > 0), 则 


eili) +e-iliy) ee-vtey eyv 


cos(iy) = 了 号 = 7， 
”只 要 y 充分 人 ， cos(iy) 就 可 大 于 任 一 预先 给 定 的 正 数 。 
定义 2.5 规定 
Sinz COsz 
tanz = ‘ cotz = 一 一 ， 
Cosz sinz 
secz = 3 cscz= 和 
Cosz sinz 


分 别称 为 z 的 正切 、 余 切 、 正 害 和 余 害 函数。 

这 四 个 阔 数 都 在 复 平面 上 使 分 母 不 为 0 的 点 处 解析 。 正 切 和 余 切 的 基本 周期 为 zo 正 
割 和 余 割 的 基本 周期 为 2r。 

我 们 也 可 以 定义 与 三 角 函 数 密切 相关 的 双 曲 函数 。 
i 


shz= dz= 二 全 
shz chz 
thz= Ez cthz= 


分 别称 为 z 的 双 曲 正弦 、 双 曲 余弦 、 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 函数 . 
由 于 e* 及 e-* 毕 以 2rri 为 基本 周期 ， 故 双 曲 正 沪 、 双 曲 余 改 消 数 也 以 2ri 为 基本 
周期 ， 并 县 hz = chz, dz = shz。 
容易 验证 ， 三 角 郑 数 与 双 曲 函数 有 如 下 关系 : 
sin(iz) =ishz, sh (iz) =i sinz, 
cos(iz) = chz, ch (iz) = cosz。 (2.10) 
(2.10) 式 不 仅 说 明了 三 角 消 数 与 双 曲 消 数 在 复数 域 中 无 本 质 区 别 ， 并 二 可 以 利 岂 (2.10) 
式 ， 从 三 角 消 数 的 性 质 推 出 双 曲 函数 的 各 种 特性 。 此 外 ， 许 多 有 关 实 变 基 六 曲靖 数 的 恒 
等 式 也 可 推广 到 复 变 最 情形 ， 不 再 一 一 询 举 。 


三 、 对 数 函数 
对 数 函 数 是 作为 指数 函数 的 反 函 数 米 定义 的 。 
定义 2.7 满足 方程 ew = z (z 关 0，oo) 的 函数 ww = f(z) 称 为 z 的 对 数 函 数 ， 记 为 
w= Lnz. 
由 于 指数 函数 z = ew 是 周期 函数 ， 因 此 Lnz 是 多 值 消 数 。 令 z = reie, w= w+iv， 
则 
ertiv ~ reie, 
于 是 ev = 7,v = 0+2kn (k = 0, +1l, +2,…), 所 以 w = Inr +i(0 +2kn), (k = 
0, 土 1, 土 2,…)。 即 
w= In|z|+iArgz。 (2.11) 
在 (2.11) 式 中 ， 我 们 用 
Inz=In|lz|+iargz 
来 表示 对 数 函 数 Lnz 的 主 值 分 支 ， 于 是 
Lnz=Inz+2kni (k=0,+l, +2, …)。 (2.12) 
特别 当 z =z > 0 时 ，Lnz 的 主 值 nz = ln z, 就 是 普通 意义 目的 实 变 最 孙 数 。 
由 于 
Arg(z1 22) = Argz1 + Arg z2, 
Arg (三 ) = Argz1 一 Argz2， 
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容易 得 到 对 数 郊 数 的 基本 性 质 : 
Ln(z1 22) = Ln zl 十 Ln zz (zl z2 ¥ 0, 00) 


Ln (三 ) =Lnzm 一 Lnzo (z1, z2 #0, co) 


下 面 我 们 讨论 对 数 消 数 的 解析 性 。 对 丁 主 值 nz = In |z| + iargz, 其 中 In1z| 除 原点 外 在 
其 它 点 均 连 续 ， 而 由 于 当 zx < 0 时 ， 

e+iy)= pre(z +iy) = 
所 以 除去 原点 及 负 实 轴 外 ，arg z 在 复 平面 内 其 它 点 处 均 连 续 。 从 而 可 知 Inz 在 复 平面 上 
除 原点 及 负 实 轴 外 是 连续 的 单 值 前 数 。 于 是 由 反 函 数 求 导 法 则 可 知 : 


dnz 1 1 1 
dz dev ee 3 
dw 


所 以 ，Inz 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 平面 内 解析 。 由 (2.12) 式 可 以 知道 ， Ln z 在 除去 原点 

及 负 实 轴 的 平面 内 也 解析 ， 并 且 有 相同 的 导数 值 。 

例 2.12 求 Ln3, Ln (1 +i) 以 及 与 它们 相应 的 主 值 。 

解 : Ln 3 = In3 十 2kri, 它 的 主 值 就 是 In3; 
Ln(l+i=InG+i+Arg(L+i)=inV2+(2kr+ 3 


其 十 值 为 InV2+ i。 


四 、 客 函数 
定义 2.8 规定 由 = 2* 二 etn* (z 头 0，ooi a 为 复数 ) 称 为 > 的 一 般 畦 函数 。 

显然 ， 由 于 Lnz 是 多 值 函数 ， 一 般 米 说 ， z* 也 是 多 值 前 数 ( 除 a 为 整数 外 ) 。 而 当 
4 为 整数 时 ， 有 


2° = elns = ellnzt2kni) — ealns 


所 以 z* 具有 单一 的 值 。 
若 a 为 止 整数 n, 则 根据 定义 ， 


2 =enns = elnstinsttin: ~ elns.eLns...eLns = 2.2.....2, 
即 道 常 的 宕 函数 2”。 
着 o 为 时 (nm 为 正 整数 ， 且 (n,m) = D) 时 ， 则 有 
ze = eeLn: 一 e 办 (inlz|+i(2kr+argz)] 
一 esmhl( cos rt rg) i ee] 


元 
= (eos mk + orga) i mhr targz) ) 
= Yam, 
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其 中 大 = 0 1, 2,… ,n 一 1。 显然 z= Vz" 为 n 值 疯 数 ， 具 有 mn 个 分 支 。 由 丁 Lnz 的 
各 个 分 支 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 复 平面 内 是 解析 的 ， 因 而 不 难看 出 ， z* 的 各 个 分 支 在 
除去 原点 及 负 实 轴 的 复 平面 内 也 是 解析 的 ， 并且 
a om a) _ m,n 
(2*) = (V5) = 人 (es ) = 于 二 
车 a 为 无 理 数 或 复数 时 ， z? 为 无 穷 多 值 匈 数 。 
例 2.13 求 让 。 
解 :ii = eiLni = ei(#it2kri) = e- 人 -2km (大 = 0, 士 1, 土 2…), 而 ii 的 主 值 为 e- 玛 。 
例 2.14 求 22+i.。 
解 : 21+i = e(LHDLn2 = e(l+i)(ln2+2kmi) = @ (ln2-2kn)+illn2+2kn) 


=eln2?-2kr(cosln2+isinln2)， (k=0, +l, +2.…), 
24+i 的 主 值 为 em2(cosln2+isinlin2)。 


五 、 反 三 角 函 数 和 反 双 曲 函数 


反 三 角 消 数 是 作为 三 角 消 数 的 反 铺 数 来 定义 的 。 
定义 2.9 满足 方程 sinw = z 的 函数 w = f(z) 称 为 z 的 反正 弦 函 数 ， 记 为 WwW = Arcsin z。 
由 于 卡 弦 消 数 sinw 可 以 用 指数 函数 米 定义 ， 因此 ， 反 卡 弦 函数 也 可 以 用 对 数 消 数 米 


由 于 sinw= 一, 即 人 一 =z 亦 即 e2i 一 2izeiv 一 1=0, 解 旋 税 
得 到 


eiv=izit V1- 2?。 
由 于 VI 一 2 是 一 值 的 ， 所 以 
w= iIn(iz+ Vi-a) 
妈 Arcsinz = 了 In (iz+ VI 二 = 可)。 显然， Arcsinz 是 多 值 商 数 。 


类 似 地 ， 可 以 定义 反 余 尽 晃 数 w = Arccosz, 反正 切 消 数 w = Arctan z, 反 余 切 销 数 
凤 = Arccot z, 并 用 


Arccoss = Ln (2 +iVI= 5), 


1 1 十 iz 
Arctanz = 一 Ln 一) 

2i 一 过 
Arccotz = In 一。 

2 z+i 


显然 , 反 三 角 汤 数 都 是 多 值 清 数 。 这 些 清 数 解析 性 的 讨论 , 同 前 面 的 方法 类 似 , 只 是 
更 加 复杂 、 困 难 。 所 有 这 些 分 支 在 适当 制 修平 面 后 的 区 域内 单 值 解析 。 它 们 的 导 北 数 分 
别 为 

天 出 去 


(Arcsin z) 


(Arctanz)” ee ri 
例 2.15 求 Arccos 证 . 
解 : 
Arccos 方 和 Ja 人 si) 
= 了 (mm si) +2kri) 
nt 
= 2km 士 可 。 
bi 反 二 角 函 数 的 定义 相 类 似 ， 我 们 可 以 定义 双 曲 闭 数 的 反 男 数 为 反 双 曲 函 数 ， 并 上 且 
有 
反 双 曲 正 咳 。 Arshz = Ln (z+ Vz?+1), 
反 双 曲 余 六 Archz =Ln(z+ Vz — 1), 
反 双 曲 正切 Arthz= In 了 +。 
显然 它们 都 是 多 值 函 数 。 
习 题 二 
1. 下列 函数 在 付 处 可 导 ? 何 处 不 可 导 ? 何 处 解析 ? 何 处 不 解析 ? 
(U w = 3.22; 


(2) w = 2? + iy?; 
(3) w = 13 — 37y? + i(372y — 3); 
(Wd w=2+ FT: 
2. 试 证 下 列 函 数 在 复 半 面 上 任何 点 都 不 解析 : 
Oh zt (9) 
3. 试 证 下 列 函数 在 化 平面 上 解析 ， 并 分 别 求 出 其 导 函 数 : 
(1) f(z) =e*(zcosy — ysiny) +ies(ycosy + zsiny); 
(2) f(z2) = sinz chy +i coszshy; 
(3) f(z) = coszchy —i sinzshy. 
生 著 f(z) 及 g(z) 在 zo 点 解析 , 昌 fj(zo) = 9g(zo) = 0, g'(zo) 关 0. 试 证 : 


,f(z) _ f(zo) 
2 ge) 7 ga)" 


Py 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 


. 设 函数 f(z) = my 十 nz2y 十 i(z3 二 1zg2) 是 全 半 曾 内 的 解析 函数 ， 求 1, mm, m 的 值 。 
. 设 


0, 二 0。 


pe Me #2#¥0, 


试 证 : 这 个 函数 在 全 平面 上 处 处 满足 柯 西 - 黎 总 条 件 ， 但 它 在 z = 0 处 不 解析 ， 甚 全 在 z = 0 处 


不 连续 。 


为 常数 

(1) Re f(z) 或 Im f(z) 在 DD 内 为 常数 ; 
(2) |f(z)| 在 DD 内 为 常数 : 

(3) v=; 

(4) f(z) 只 取 实 值 或 只 取 纯 虚 值 。 


. 求证 : 若 f(z), g(z) 都 在 同 -区域 DD 内 解析 , 是 Re f(z) = Reg(z), 则 f(z) 一 g(z) 必 为 


虑 常数 。 


, 设 f(z) 在 区 域 忆 内 解析 而 具 在 刀 内 恒 不 为 零 ， 证 明 : 


(Ye + Ea =|f'()P, vzeD. 


下 列 中 值 公式 是 查 成 立 : 设 f(z) 在 z 处 解析 ， 则 对 Az 关 0, 包 有 : 
j(zo+Az) — f(z0) = Az: f'(z0 +0Az), 0<9<1. 


已 知 下 列 关系 式 ， 试 确定 解析 函数 f(z) 二 +iv : 
(1) ut+v= 7 +27y— (2) ut+v=7 -y+27y — 57— 5y. 


证 明 在 极 坐 标 系 下 的 柯 西 - 黎 总 条件 是 : 
bu lb bu Bu 
责 = 了 页， 页- 页， 
找 出 下 列 推理 的 错误 ， 因 为 (一 z)2 = z2, 所 以 2Ln (一 z) = 2Lnz. 因此 Ln (一 z) = Lnz。 
试 求 出 下 列 各 值 ， 并 指出 主 值 : 
(1) e2+5 (2) Ln (一 3 十 要) (3) cos (1 + i); 
(4) tan (3—i); (5) Arctan (1 + 2i); (6) (-i)i; 
(7) (一 2)v5. 
解 下 列 方程 
(1) Lnz= -i3; (2) Lnz = 1+ir。 


. 设 函 数 f(z) = 4 十 iv 在 区 域 DD 内 解析 ， 证 明 : 如 果 f(z) 满足 下 列 条 件 之 “-， 那 么 它 在 DD 内 


纯 


第 三 章 复 变 函数 的 积 


复 变 函 数 的 积分 理论 是 研究 解析 函数 理论 的 基础 也 二 重 要 的 1- 具 。 借 助 它 ， 我 们 可 
以 证 明 解 析 函 数 在 区 域内 的 函数 值 完全 由 它 在 边界 上 的 性 质 所 决定 的 特性 及 解析 函数 的 
各 阶 导数 的 存在 性 ， 同 时 也 可 计算 一 些 实 此 数 的 积分 。 本 章 主要 介绍 柯 凸 积分 定理 、 柯 
占 积 分 公式 及 高 阶 求 导 公式 等 一 些 基本 内 容 。 


83.1 复 变 函数 积分 概念 


一 、 复 变 函 数 积分 概念 

为 了 方便 起 匈 ， 我 们 约定 在 本 章 及 以 后 各 章 中 关于 积分 所 用 的 曲线 ， 除 了 特别 申明 
外 ， 均 为 光滑 曲线 或 按 段 光 滑 曲 线 ， 因 而 是 可 求 长 的 。 同 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 
中 的 定义 曲线 积分 概念 相 类 似 ， 我 们 首先 来 定义 曲线 的 方向 。 

曲线 的 方向 规定 为 : 若 曲 线 C 不 是 封闭 的 , 则 按 指定 的 起 始点 到 终点 的 方向 为 下 向 ， 
反之 则 为 负 向 并 记 为 C- ; 若 曲 线 C 是 封闭 的 ， 当 观察 者 沿 着 曲线 环行 时 ， 若 以 C 为 边 
界 的 有 界 区 域 D 总 在 他 的 左 侧 ， 则 C 的 方向 为 正 向 ， 反 之 则 为 负 向 并 记 为 C- (参见 图 
3-1) 。 规 定 了 方向 的 曲线 称 为 有 向 曲线 。 


图 3-1 


由 于 复 变 衣 数 可 以 看 成 是 单 变节 的 函数 也 可 以 看 成 是 两 个 变 基 的 函数 ， 因 此 在 定义 复 变 
肯 数 的 积分 时 ， 我 们 要 考虑 这 个 定义 能 否 兼 容 一 元 实 阔 数 及 二 元 实 逆 数 的 积分 定义 。 由 
此 ， 我 们 给 出 复 变 函数 的 积分 定义 如 下 : 

定义 3.1 设 有 向 曲线 C: z = z(t) = z(t) +iy(t), a < t < B 的 起 点 为 和 4 = z(a), 终点 为 
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电 =z(B). 设 复 变 函 数 f(z) 在 曲线 C 上 有 定义 . 沿 着 C 从 4 到 日 插入 n 一 1 个 分 点 ; 
A=z0, 2 了 Zk nl zn =B 


将 曲线 C 分 成 n 个 曲线 段 (图 3-2) 。 


图 3-2 
在 每 个 曲线 段 称 -1 训 (k= 1,2,… ,n) 上 任 取 一 点 6 作 和 式 


DF(E) (2 一 ax- 
k=1 


令 和 = Bax,|Azx| (Azk = 欢 一 ax-D)- 若 安 f(Ek)Azk 存在 且 其 值 不 依赖 于 {61,… ,En 
及 {1,… zn-1} 的 选择 ， 则 称 f(z) 关于 C 可 积 并 称 此 极限 值 为 复 变 函 数 f(z) 沿 曲线 
C 的 积分 ， 记 为 | eaz. 若 C 是 正 向 闭 曲 线 ， 则 以 和 reaz 表示 jeaz 


在 | rdz 中 7) 是 被 积 本 数 ，z 是 积分 变 景 。 易 知 。 | 7(e)dz 与 > 的 选取 无 
em | /0as= | 104s. 
C C 


二 、 积 分 的 基本 性 质 


有 了 积分 的 定义 后 ， 我 们 首先 关心 的 是 复 变 函数 的 积分 在 什么 时 候 存在 ， 然 后 是 它 
是 如 何 计算 的 ? 首先 ， 我 们 有 
定理 3.1 设 f(z2) = u(z,y) +iv(z,y) 在 曲线 C 上 连续 ， 则 f(z) 关于 C 可 积 且 


| f(z)dz= | wdz-ody+i | vdz+udy。 
C c C 


证 明 : 设 曲线 C 的 起 点 为 4 终点 为 B。 取 定义 3.1 中 的 分 割 
4=zo2 ,zn = B, zk = Tk +iyke 
设 k= 和 x+iAk 为 曲线 段 么 -1 你 上 的 任意 一 点 。 则 


Az = zk — zk-1 = (Tk — TR-1) +i(ye — yk-1) = ATk +iAys, 
a 


bp JEDAz = Dues pr) + iv (es px)](Azk +iAy:) 


k=1 k=1 


= De, Hk)ATk — V(X px)Ays] 
t=1 


+i [oN pn)Azke + uM px)Aye]e 
k=1 


由 于 f(z) 在 曲线 C 上 连续 ， 故 u(z,y) 与 v(z,y) 在 C 上 也 连续 且 当 ,max |Azk| 一 0 


es 
时 ， 到 BAz| 及 加 经, Ai 都 和 于 0. 于是 ,利用 二 元 壬 续 汪 孝 的 第 二 弄 则 线 积分 的 
性 质 可 以 得 到 ， 
| f(z)dz= | var -vdy+ti | vdz+udy, 
c C C 

自然 ， f(z) 也 及 可 积 了 。 o 

这 个 定理 表明 ， 复 变 函数 的 积分 实际 上 可 以 化 成 为 我 们 抒 知 的 二 元 函数 的 第 二 型 昌 
线 积分 。 

根据 复 变数 积分 的 定义 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 一 此 性质， 
命题 3.1 设 f(z), g(z) 在 正 向 曲线 C 上 可 积 (或 连续 )， 则 
四 erm+poe))az=a| reads+8| sa 关中 是 两 个 外 


@ | 104s=- | as 
(3) 设 曲线 C 由 正 向 曲线 C 和 C2 首尾 相连 接 而 成 。 于 是 ， 
| f(z)dz = | f(z) dz+ | f(s) dz; 
c Cn Ca 
(4) | [XE 
则 
ds=|z'(t)ldt. 


< | vanas 其 中 ds 是 C 的 弧 长 微分 . 若 C:z=z(t),a<t<b, 


三 、 复 变 函 数 积分 举例 


设 正 向 光滑 曲线 C 由 z = z(t) = z(t) +iy(t),a < t < 5 表示, 而 f(z) = u(z,y) 二 
iv(z,y) 在 C 上 连续 。 由 于 


B 
| az 一 vdy = | er) —v(z(t), v(t)y Wat 


有 
J rast uay= | peosyoeo+weosvowolas 


[raaz= | reou GD 
‘eat. : 


若是 近 肌 光 滑 昌 线 ， 我 们 可 以 用 命题 31 (3), 将 7tz)d 化 成 为 有 限 个 光滑 由 线 上 
的 积分 和 ， 再 对 每 个 积分 用 公式 (3.1) 。 

例 3.1 分 别 计算 积分 | :az 及 | az 其 中 C 是 : 

(1) 从 原点 (0,0) 到 点 (1,1) 的 直线 段 ; 

(2) 从 原点 (0,0) 到 点 (1,0) 再 从 点 (1,0) 到 点 (1,1) 连接 的 折线 段 ; 

(3) 从 原点 (0,0) 到 点 (1,1) 的 抛物 线段 y = T?。 


| (了 攻 (0D +2) (GD 
二 让 
C G1 i 
O o (1,0) 0 
图 3-3 


解 : (1) C 的 方程 为 


z=2z(t)=t+it, 0<t<1。 


故 
1 1 
| zdz= | (t+it)(1 +i)dt=i, | zdz= | e-ipa+oat=l 
C 0 c 0 
(2) 如 图 3-3 所 示 ， C = C1 + C2, C1, C2 的 方程 分 别 为 
z=2(t)=t, 2=22(t)=1+it, 0<t<1。 
所 以 ， 


1 1 
| zaz=| zdz+ | zdz= | at+ eripiar=i 
C Ci C2 0 0 


1 和 
| zaz= | Zdz+ Zdz= | tdt 十 | (1~itjidt=1+i。 
C G Ca 0 0 


(3) C 的 方程 为 z= z(t) =t+it?, 0<t<1。 从 而 
| az = eriparaiodt=i 
| sa:=| (tif) 2)dt=1+3. 
从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 对 从 点 (0,0) 到 点 (1,1) 的 不 同 路 径 C， | zdz 始终 不 变 而 
人 az 却 一 直 在 随 之 变化 。 对 于 起 点 、 终 点 不 变 的 不 同 路 公 C, 关 | aas 不 


变 ， 我 们 就 称 积分 与 路 径 C 无 关 。 这 个 概念 在 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 是 出 现 过 


的 ， 而 且 与 路 径 无 关 的 条 件 也 是 可 以 被 刻画 出 来 的 。 对 于 复 变 函数 积分 与 路 径 的 无 关 性 
的 讨论 将 在 后 面 进行 。 


二 抽 


例 3.2 计算 积分 


1 
和 Cj 
其 中 ， 为 整数 ， C 是 以 0 为 国 心 ， 为 半径 的 正 向 国 周 。 
解 : C 的 方程 为 z= z(t) =z0+reit, 0<t<2m 所 以 dz=ireitdt。 了 于是， 


i es 
cB | rrieitrye 


1 i we 
rT™™ Jo 0 nzx0 


这 是 因为 ， 当 n 了 0 时 ， 


§3.2 ” 柯 西 积分 定理 


一 、 柯 西 积分 定理 

在 上 一 节 的 例 3.1 中 , 我 们 计算 出 了 | raaz 在 C 取 起 点 和 终点 国定 的 三 条 不 同 
路 径 时 的 值 ， 它 们 都 是 i。 由 此 ， 我 们 是 否 就 能 断定 | raaz 与 路 径 无 关 ? 一 般 米 
说 , 如 果 f(z) 在 区 域 D 内 解析 而 C1, C2 是 D 中 具有 相同 起 点 与 终点 的 两 条 正 向 曲线 ， 
则 由 积分 的 性 质 

J veuz= J sa: 

当 且 仅 当 fds 三 0, 其 中 T= Cl +Cz 为 D 中 的 简单 闭 曲 线 。 由 此 ， 我 们 可 以 推 
得 : 对 于 D 中 的 任何 曲线 C， | ea: 与 路 径 C 无 关 的 充 要 条 件 是 : 对 于 D 中 的 任 
何 简单 闭 曲 线 T， 中 redz = 0。 这 样 ， 我 们 自然 要 求 D 是 一 个 单 连 通 区 域 。 下 面 的 两 


个 定理 指出 了 单 连 道 区 域 上 的 解析 函数 恰 有 这 样 的 性 质 。 
定理 3.2 设 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 且 f'(z) 在 刀 内 连续 . 若 C 为 D 内 任何 一 条 


正 向 简单 闭 曲 线 ， 则 中 rodz =0. 


证 明 : 设 f(z) =w(z,y) +iv(z,Y),z=z+iye D。 由 于 f(z) 在 D 内 解析 ， 故 
= (3.2) 
1 


在 D 内 连续 。 


Slg 
SE 


SS 


于 是 ， 7(z) 的 连续 性 意味 着 
出 定理 3.1， 


2 
"Ov’ 
| f(z)dz= f ee vdr+udy, 
CC Cc C 
所 以 ， 我 们 只 需 让 明 : | udr-vdy= | vdr+udy=0。 
c C 
由 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 的 格林 (Green) 公式 及 (3.2) 式 得 : 
-| 人 (cu -2 六 
fvartuay= | 页)dzday=0 


[ 
中 vaz a = J 疾 2 区 dzdy =0, 


其 中 吾 是 C 的 内 部 与 C 的 并 。 这 就 证 明了 和 reaz=o 口 


上 述 的 结果 是 黎 吕 在 1851 年 证 明 的 。 在 这 个 证 明 中 ， 附 加 了 f"(z) 连续 这 个 条 件 。 
但 到 1900 年 时 ， 由 古 沙特 (Gousart) 给 出 了 一 个 新 的 证 明 。 在 他 的 让 明 中 , 把 f(z) 连续 
这 个 条 件 去 卸 了 ， 即 他 证 明了 这 样 一 个 命题 : 
定理 3.3 设 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ， C 为 D 内 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 。 则 
和 raz = 0. 


他 的 证 明 思 想 是 这 样 的 ， 首先 证 明 C 可 用 一 条 封闭 折线 二 
工 逼近 ， 然 后 再 证 明 f(z) 在 二 上 的 积分 为 零 。 由 于 根据 积分 帮 SS 
性 质 ， 可 将 闭 折 线 上 的 积分 分 解 为 若干 个 小 三 角形 边界 上 的 广远 
积分 之 和 (如 图 3-4 所 示 ， 工 上 的 积分 可 化 为 四 个 三 角形 上 Ne SA 
的 积分 之 和 ), 因此 最 终 将 此 定理 的 证 明 化 为 对 D 中 任意 一 
个 三 角形 A， f(z)dz = 0 邮 可 。 

首先 ， 我 们 证 明 : 
命题 3.2 设 工 是 DD 中 的 一 条 起 点 为 4 终点 为 BB 的 正 向 光滑 曲线 。 则 对 任意 e > 0, 存 
在 DD 中 的 一 条 折线 了 使 得 


<e. 


| | vod:- sas 


证 明 : 由 于 f(z) 在 D 内 解析 ， 故 在 全 上 一 致 连续 (参见 附录 一 2 即 对 任意 e > 0, 存在 
6o >0 使 得 当 &,62 ET 且 |& 一 6&2|<50 时 ，|f(&1) 一 f(82)| < 方 到 其 中 ! 为 工 的 长 度 ， 


同时 由 定理 3.1, | eaz 也 存在 。 
由 积分 的 定义 ， 对 任意 < > 0, 存在 页 > 0 使 得 对 的 任何 分 割 


A 有 A= mh mn Tn = B 
_39- 


及 小 弧 段 及 力 fi, j= 0, 1,… ,mn -1 上 的 任意 一 点 与 ,了 = 0 1 ,mn-1 只 要 |+1 一 态 | < 
,j= 二 0,1.…,n 一 1, 就 有 
2 
| | 


名 
现 中 了 上 的 一 个 分 
A=2z0,z1,.… ,zn-1l, zn=B 
使 得 la -| < 6 = min{60,61,d), 其 中 d 为 上 各 点 到 D 的 边界 上 各 点 的 距离 中 的 
最 短 距 离 。 则 
HH) 一 Ji-Dl< hs VE E55, j= bn 


fas-Dredcn -| <S 
r k=0 


这 里 瑟 -1 节 表示 连接 zj-1, zj 的 线段 ，j = 1,… ,n。 令 工 是 由 zo,… ,zn 顺 次 连接 而 成 
的 正 向 折线 段 。 则 工 在 D 内 , 而 且 


J dz= 守 | f(z) dz, 


j=1 “于 


注意 到 瑟 =15 可 以 表示 为 

z=2(t) =(1—t)s1t+tz, 0<t<1, j=1,.…,n, 
所 以 ,对 vt e [0,1], |zj-1 一 z(2)| = tIAzj| < 6, 其 中 Azj = zj-1 一 zj 了 = 二 1… no 于 
是 ,对 了 = 1 pm 


: 
上 faldz-faals | re)- f(Aslat < §IAsl, 


1 


即 得 


| f(z) dz— 》 f(z-D)Az; 


j=1 


|j eaz- | raaz 


+ > f(z-1)Az; 一 was 


i=1 


ws 
2 


> | f(2)dz— > fz-1)Az 
j=1 


二“ 于 本 


n 
€ € E Ee 

<= > FAz| < 二 + 二 =e。 
3+2 a41<3 a! € 


我 们 对 周 攻 为 1 的 任意 二 角形 A 米 证 明 中 fadz =0。 
. 
记 A 的 周 长 为 Ial = 工 设 | f(z)ad|=M >0. 将 三 角 [AN 


A 
形 A 三 边 的 中 点 相连 ， 这 样 就 可 得 到 四 个 全 等 的 正 向 三 角形 ATAN 


Al As As, Au 其 周 长 者 是 了 (参见 图 3-5) 。 于 是 


人 /es= 守 | f(s)dz, N35 


和 
从 而 ， 


= M。 


EEE 


| f(z)dz 


这 样 ， 在 | f ro G =1… ,和 中 至 少 有 -个 > 妆 。 
我 们 将 满足 上 述 性 质 的 Ai, … ,At 中 的 一 个 记 为 A 中 ,好 
| f Was 

对 At 再 采用 上 述 的 方法 ， 得 到 A), 使 得 
a9 cam, IamI= 吉 ,| 了 ,704d|> 


M wi! 
2: |= 5 


M 
2° 


这 样 依次 下 去 ， de {Ae]}F 满足 性 质 : 
f(z)dz 
Am 


由 于 ,lim IAW| =0, {人 A}P 是 一 个 区 域 套 ， 故 有 且 仅 有 一 点 ze At, n= 1,2,…。 
由 f(z) 在 zo 处 解析 可 得 : 对 任意 e > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 |z - zl < 5 时 ， 


If(z) - f(z0) — f'(z0)(z — zo)| < elz 一 zl。 (3.3) 


对 于 上 述 的 5 > 0, 可 以 找到 自然 数 ,使 得 当 n > N 时 ， 去 < 5。 这样 一 米 , 必 有 


Am C Ul(z0,6), Vn > N。 不 然 , 若 有 no > N 及 ze Am 使 得 lz 一 zol > 6, 则 由 
lz 一 wo| < A")| = 55 <6 得 出 矛盾 。 所 以 ， 对 任何 ze 人", 关系 式 (3.3) 成 立 。 
利用 83.2 中 的 积分 计算 公式 ， 可 以 算出 


和 reoaz =j(zo) 和 az =0, 


Am c AtD, JAW| = 去 ， > 闪 n=1,2,.…。 


A EA 
Atn)》 Am) 


也， 
和 reaz= FO -I fo) de G9 
Ey 


从 而 ， 当 > N 时 ， 由 (3.3) 式 及 (3.4) 式 得 : 


| 和 yeaaz 


| 1(z) - f(z0) — f"(z0)(z — zo)|ds 
Am 


i 如 


= ys 
< ?ds 和 和 于 二 和 


但 另 一 方面 ，| 和 fd > 其 m=-…， 故 M < dl 从 而 由 。 的 任意 性 得 到 


M = 0.。 于 是 ， 对 D 中 的 任意 闭 折线 工 f fae =0. 


将 定理 3.3 的 证 明 稍 作 修改 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
定理 3.4 设 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ， 在 它 的 边界 9D 上 连续 . 若 0D 是 一 条 正 向 
简单 闭 曲线 ， 则 


f f(z)dz=0. 
8D 


二 、 变 上 限 积 分 与 原 函数 

在 前 面 ， 我 们 知道 了 这 样 的 事实 : 若 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 而 且 对 D 内 的 任 
何 正 向 简单 朵 曲线 C 都 有 fd: = 0, 则 对 D 中 给 定 的 两 点 4, B 及 以 4 为 起 点 BB 
为 终点 的 任意 曲线 LC D 都 有 人 ea: 与 工 的 性 状 无 关 。 此 时 ， 我 们 用 [au 
来 表示 | raaz. 柯 西 积分 定理 表明 ， 当 f(z) 在 D 内 解析 时 ， | res: 与 工 无 


关 。 
反 过 来 , 我 们 将 在 第 三 节 中 证 明 : 若 f(z) 在 D 内 连续 而 且 对 D 内 任何 简单 闭 曲线 


C 者 有 中 7)az = 0 则 7 几 在 D 内 解析 。 
定理 3.5 设 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 且 对 D 内 任何 简单 闭 曲 线 C 都 有 和 raz 
=0. 令 

F(z)= [ f(€) dé， zo, z € D，zo 固定 。 


则 F(z) 在 D 内 解析 而 且 F'(z) = f(z), zE D. 


证 明 : 由 于 f(&) 在 D 内 连续 ， 故 对 任何 e > 0 存在 6 > 0 使 得 当 | z| < 6 时 ， 
If(69)-A(z)l < ee 取 Az 充分 小 , 使 得 z+Az ED 且 |Az| < 65。 于是, 对 任意 5E zz 二 Az 
就 有 1/(&) 一 f(z)| < e。 

ED ~ 


由 F(z) 的 定义 可 得 ， 
总 (Ge+Aa Fe) -7G) 


-过 ( [eae- 三 oa - 吉 站 aas 


Az = 
z+Az 
= 志 |. WO -i 
从 而 ， 
| 起 Ee+43) -GD)-ya| < je (0 ~ flas 
re 
即 Pl)= inae+eD-EZG) - jz)。 口 


Az 
定理 3.5 中 的 F(z) 称 为 变 上 限 积 分 。 定 理 中 的 结论 与 一 元 销 数 微 积分 中 的 微 积分 基 
本 定理 的 形式 完全 一 致 。 进 而 ， 我 们 还 可 以 引进 复 变 商 数 的 原 消 数 的 概念 如 下 : 
定义 3.2 设 f(z) 在 区 域 D 内 连续 . 若 存 在 D 内 的 解析 函数 F(z) 使 得 F(z) = f(z), 则 
称 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 。 
由 于 导数 相等 的 两 个 解析 函数 只 相差 一 个 常数 , 所 以 若 F(z) 是 1(z) 的 一 个 原 晴 数 ， 
则 f(z) 的 原 函 数 的 全 体 为 {F(z)+C1YCEeC. 
利用 原 沙 数 的 概念 , 我 们 可 以 推出 和 微 积分 中 的 牛顿 - 菜 布 尼 兹 (Newtown-Leibiniz) 
公式 相 类 似 的 积分 计算 公式 如 下 : 
定理 3.6 设 f(z) 在 单 连 通 区 域 DD 内 解析 ，G(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 。 则 对 va, be DD， 


b 
| f(z)dz = G(b) — G(a) = G(z)|. 
证 明 ， 由 柯 西 积分 定理 ,可 设 F(z) = [ f(8)ds, ze D。 丁 是 由 定理 3.5 得 FP'(z) = f(z)。 
又 由 于 存在 常数 C 使 得 G(z) = F(z)+C, z ED 而 有 F(a)=0, F(b) = 上 f(z)dz, 所 
a 
b 
| f(z)dz=F(b) =G(0) -C=G(b)—G(a). 
2 


1+i 1 2 
2 Pe 2 at 
例 3.3 | dz= 3(1 1+) 3+3i 


例 3.4 在 区 域 站 = {z | 一下 <argz< 启 内， 上 as 是 jz) = 的 一 个 原画 数 而 f(z) 在 
万 内 解析 ， 故 

| iae=mz-ml=mz 2 ED。 

1€ 


= 


83.3 ”复合 闭路 定理 


在 前 一 节 中 ,我 们 讨论 了 解析 昂 数 在 单 连通 区 域内 的 简单 舍 曲 线 上 的 积分 问题 并 证 
明了 该 积分 值 为 零 。 在 讨论 中 , 单 连 通 这 个 条 件 是 必 不 可 少 的 。 比 如, 消 数 f(z) = = 二 
在 0<lz-zl<r 内 解析 企 |z -zol=r 上 连续 而 县 


中 二 二 dz=2miz#0。 
=-:ol=r 


这 个 结果 主要 产生 于 0 < |z - zol < r 不 是 单 连通 区 域 。 
但 在 我 们 经 常 遇 到 的 问题 中 , 不 是 单 连 通 区 域 的 情况 占 了 很 大 的 比例 , 因此 我 们 有 必 
要 对 不 是 单 连通 的 情况 进行 讨论 并 设法 将 此 情形 转化 为 可 以 用 已 知 结果 米 处 理 的 问题 。 
首先 ,我 们 设 区 域 D 有 一 个 洞 , 即 D 的 边界 C 由 外 边界 C1 及 内 边界 C2 组 成 ，C1 
与 C2 均 症 正 向 简单 财 曲 线 ， C1 与 C2 不 相交 ， C2 包含 在 Ci 中 (如 图 3-6 所 示 ) 。 
败 制 线 工 将 D 制 开 并 将 Cu C2 连接 起 米 。 割 破 后 的 区 域 是 一 个 单 连 通 区 域 ， 边 界 
为 T=C.+L+L-+C7。 


[of 


图 3-6 
设 f(z) 在 D 内 解析 ， 在 Ci, C2 上 连续 。 于 是 由 柯 西 积分 定理 得 到 f sas 三 胡 
再 由 积分 性 质 推出 
0= 和 reaz+ | aaz+ | redz- 和 reaz 
= f(z)dz— f f(z2)dz, 
Cn Ca2 


好 人 J(z)dz= f. f(z) dz。 这 个 等 式 说 明 f(z) 治 外 边界 的 积分 与 沿 内 边界 的 积分 
相等 。 这 个 性 质 与 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 二 元 函数 的 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 相 
似 。 

有 几 上 述 的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 如 下 : 
定理 3.7 ( 复合 闭路 定理 ) 设 区 域 DD 的 边界 C 由 一 些 互 不 相交 的 正 向 简单 闭 曲线 
Ci C2，… ,Cn 组 成 且 C2,… ,Cn 包含 在 C1 的 内 部 . 设 f(2) 在 万 内 解析 , 在 C 上 连 
a 


和 veaz = bp 


j=2 


用 公式 (3.5) 计算 积分 ， 往 往 带 来 许多 的 方便 。 
例 3.5 设 C 是 复 平面 C 内 包含 z 的 任意 一 条 简单 闭 曲 线 。 证明 : 


4 f 1 3 n=0 
Ey he , 
2ri jc(z 一 zo) 0 nz#0 


证 明 ， 在 C 的 内 部 作 一 个 以 ze 为 图 心 、 以 为 半 笃 的 正 向 小 图 Cr。 丁目 让 -二 Ja 在 
C 与 Cr 于 成 的 区 域内 解析 。 从 而 由 定理 3.7 及 83.1 中 的 例 3.2 得 到 : 


f(z) dz. (3.5) 
Gi 


4 一 dz= 二 一 
2ri je-zo) 2ri de,(z—z0)"r 0 nz#0° 


例 3.8 计算 和 本 二 zd 其中 C 为 包 合 国 盘 || < 1 在 其 内 部 的 任何 正 向 简单 昌 线 。 
解 f(z) = 三 二 在 C 的 内 部 有 两 个 奇 点 = = 0 及 1。 现在 分 别 以 0,1 为 园 心 作 两 个 目 
向 四 周 ， 


Ci:lz|=n, C2:|z—1|=r72 


使 得 Ci 与 C2 不 相交 。 由 于 f(z) 在 C 与 Cu, C2 转 成 的 区 域内 解析 ， 故 由 定理 3.7 得 


1 1 有 
f a= a+ fa 


注意 到 


5 在 Ci 的 内 部 解析 ， 在 Cs 的 内 部 解析 ， 故 


和 1 
fa fi 


中 二 az dz = ~2ri。 
Ca 


G2 


于 是 ， 原 式 = 2ri - 2ri。 


| 


83.4 ，” 柯 西 积分 公式 


一 、 柯 西 积分 公式 
在 许多 实际 问题 中 ， 比 如 在 解 偏 微分 方 穆 中 ， 我 们 对 解 的 条 件 总 古 加 在 边界 上 并 和 希 
望 能 够 用 郊 数 在 边界 上 的 性 质 米 刻画 它 在 区 域内 部 的 性 质 。 对 复 变 的 数 米 讲 ， 我 们 白 然 


希望 也 是 如 此 。 
比如 ， 设 f(z) = 好 + 2z 在 区 域 D = {z 11z 一 zo| <7} 上 解 伯 。 我 们 已 经 知道 ， 
站、 寻 dz el f(z0) 1 
1= gi 中 : -zf(%0) = ari C2— zod 


现在 我 们 把 被 积 尖 数 型 换 成 了 2) 看 一 看 会 发 生 什么 情况 。 事 实 上 ， 
1 a 
Cr 


2ri 2 一 20 


cz-z0 ”2ni 
和 f(z0) 
= (2 -20+2%0 +2)d2 + 和 a 
=/(zo)。 
这 老 明 ，J(co) 可 用 汪 呈 丰 汉 界 :一 zol = * 上 的 积分 米 表 示 。 这 个 性 质 并 不 直 介 


然 的 ， 一 般 我 们 有 
定理 3.8 ( 柯 西 积分 公式 ) 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 在 边界 C = 8D 上 和 连续. 设 C 是 
由 一 些 正 向 简单 闭 曲 线 组 成 ， 则 


Ja= 去 下 eu vzeD. 


证 明 ， 对 于 任意 后 定 的 2 & D, 9() = 世人 在 DD 内 除了 奇 点 = 外 解析 。 

由 (8 在 DD 内 解析 ， 故 对 Ve > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 5 EU. 人 CD 时 ， 
IO = /0 <e ; 

在 忆 内 以 为 加 心 ， 三 为 站 称 作 正 向 轴 周 Cs (如 图 3-7 所 示 ) 。 则 由 复合 半路 定理 
得 


op 


Se 
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1 0 uc- 了 (9 
1 = 二 i 5 和 拒 de (3.6) 


2rri ps €—2z 
注意 到 
_1{ ya 1 /04 
-去 f 息 ”2xi 人 t=2d 
214 f0-f00 
ToriJc, €-2 
故 
1 人 79 1 1 一 7 
-直人 去 人 于 = 
0 2 
“ar J 055*™e 
于 是， 由 (3.6) 式 得 
h- 二 名 吉 < (37) 
内 为 不 等 式 (3.7) 的 左边 是 与 < 无 关 的 常数 而 义 是 任意 的 ， 所 以 


ne Wy WA) 
1) = 2 中 人 
口 
推论 3.1 ( 解析 函数 平均 值 公式 ) 设 f(z) 在 区 域 |z 一 zo| <r 内 解析 ,在 jz 一 zl =r 上 
连续 。 则 
2n 

jzo) = 去 | f(z0 +re'®)d0. 

证 了 明 : 令 > =z0+rei9, be [0,2 格 。 则 由 柯 凸 积分 公式 得 到 


2 ig 
1 = | 


rieigdpg= 并 [xx +reio)dg 
2x Jo 0 | 


口 

1 COsz 
例 3. 玩 a dz = cosz|:=o=1 

3z 一 1 
风 38 党 和 E+UC- 可 4 
解 : ( 解 一 ) 由 于 

SET 
CHO- z+1i+z-3 

故 


| 3z—1 a:=| a + 2dz 
lsl=4(2+1)(2—3) Jlmztl Jlsmaz—3 


=2ni+2.2ni= 6ni。 
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( 解 二 ) f(z) = Ce 在 C 内 有 两 个 奇 点 z= -1 及 3。 分 草 以 -1 及 3 为 图 
心 在 |z| < 4 内 作 两 个 不 相交 的 正 向 圆周 Ci 及 C2。 则 由 复合 闭路 定理 得 


3z—1 3z 一 3z -1 
fy- + {ey 
再 由 柯 区 积分 公式 得 


3z 一 1 
3z—1 二 _ 3z 一 1 
= 三 =2 
人 (EEE EEE 和 | 
3z 一 1 
3z 一 1 Few .3z—1 RR 
三 二 4 
et =- | 


所 以 ， 原 式 =2ri + 4rti = 6rri。 


二 、 高 阶 求 导 公式 
从 柯 西 积分 公式 


其 中 C: | 一 zo| =r,f(8) 在 上 一 zo| <r 内 解析 , 在 C 上 连续 ，z 在 上 一 20| <r 内 ,两 
边 同 时 求 导 并 假设 导数 站 与 积分 人 可 以 交换 ， 则 

7 了) = 二 和 Su - 去 fa des 
这 是 一 个 用 不 严格 的 方法 得 到 的 等 式 ， 但 这 个 等 式 确实 古 成 立 的 ， 这 就 是 所 谓 的 解析 隔 
数 的 高 阶 求 导 公式 ， 准 确 地 说 ， 就 是 下 面 的 定理 ， 
定理 3.9 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 在 边界 C = 8D 上 连续 . 设 C 是 由 一 些 正 向 简单 闭 
曲线 组 成 。 则 f(z) 在 D 内 有 任何 阶 导 数 且 


f(z) = 艺人 二 人 


证 明 : 我 们 只 让 明 n = 1 的 情况 ， 对 于 一 般 的 n 可 用 数学 归纳 法 证 明 。 
取 充 分 小 的 5 > 0, 使 得 U(z,6) C 也。 这样， 当 |Az| <5 时 ，z+AzeU(z0) CD。 
人 


志 Ve+aa-71a)- 二 击 [ 下 2- 人 二 


Az2ri| -sz 
3 7) 
去 网 SEE ‘8 


_f80 __ 


JT dé, Vvz€D. 


所 以 ， 

3 We dé 
2 cz 
= (0) 


ari Jo(€-z— AE 2) 


志 UCe+Aa-7G))- 


dé。 
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义 由 于 7(6) 在 C 上 连续 , 故 存在 M > 0 使 得 |f(6)| < M, YeC。 设 d 为 > 人 到 C 上 各 点 
上 抵 离 中 的 最 短 矩 离 。 于 是 , 对 任意 5e C, | 一 z|>d > 0。 取 Az 使 得 |Az| < min(5, 0.5d)。 
则 长 -> 一 Azl > 长 -对 -|Azl>d-05d=0.5d 从 而 


(+As) -70) -Hb 


1 lz M 
Az 27ri jc- 区 = 在 


玩 J edDsd:m 


2LM 
= -BIS 


ds 


ai < 


其 中 工 为 C 的 长 度 。 由 于 全 是 与 Az 无 关 的 常数 ， 所 以 当 Az 一 0 时 ， 就 有 


a A f(€) 
f= lm Az = ni fe "ED 


推论 3.2 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 。 则 对 任何 n>1,zED, fm(z) 在 DD 内 解析 . 


证 阴 : 对 任意 zo€ D, 存在 一 个 圆 盘 |z + 20| < r 使 其 完全 仿 在 D 内 。 于 是 由 定理 3.8， 
nl f(z) 
{ 


(n) i en =1,2,... 
f(z0) = td n=1,2,..。 


2ri 
由 ao 的 任意 性 ， 我 们 可 以 推出 结论 。 品 
例 3.9 计算 fs 其 中 C 是 C 内 任何 一 条 包含 i 的 正 向 简单 闭 曲 线 . 
解 ， 由 村 sinz 在 C 内 解析 ， 故 由 定理 38 得 


Sin z __ ni ，， -0 
fs i dz = I sin) |:=i 


eli e-ii 


2i 


=ri(-sinz) = -(ri) 


nz 县 
=3(e —e-!)。 


三 、 高 阶 求 导 公式 的 应 用 

在 这 里 ， 我 们 以 举例 的 方式 米 证 明 一 些 《 复 变 消 数 》 中 的 重要 定理 。 
例 3.10 ( 摩 瑞 拉 (Morera) 定理 ) 设 函 数 /(2) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 。 则 f(z) 在 万 
内 解析 的 充 委 条 件 是 :对 万 中 任何 一 条 正 向 简单 闭 昌 线 C, 都 有 是 f(z)dz = 0. 

c 
证 明 ， 由 柯 汕 积分 定理 可 知 ， 当 f(z) 在 DD 内 解析 时 ， 对 D 内 的 任何 正 向 简单 闭 曲 线 C 
都 有 | Jodz=0。 
© 

反之 ,根据 定理 3.5, FPC) = | (O46, ,20eD 有 定义 而 和 F's) = f(2),vzeD。 

本 是 由 推论 3.2, f(z) 在 D 内 解析 - 0 
Cg 


例 3.11 ( 刘 维尔 (Liouville) 定理 ) 设 f(z) 在 全 平面 C 上 解析 而 且 有 界 . 则 f(z) 必 为 
常数 。 
证 明 : 要 证 明 f(z) 为 常数 ， 我们 只 须 证 明 f"(z) 三 0 即 可 。 

现任 取 一 点 ae C 并 以 a 为 圆心 以 任意 大 的 正 数 玉 为 半径 作 正 向 圆周 C : |z~al = R。 
设 M = m1f(2)|。 则 由 定理 3.8， 


1 = 二 fC) dz 


2ri J ot az 
所 以 
clih VO a, lib Mas M 
Urols 去 和 as< 去 着 as= 关 。 
令 忆 -+ +oo, 则 得 Pa) =0。 因 a 是 C 中 的 任意 数 ， 故 f(z) = 常数 。 0 


利用 刘 维尔 定理 ， 我 们 可 以 证 明 ' 下 面 的 代数 基本 定理 。 
例 3.12 设 已 (z) = aozn 十 :+anyao 天 0 是 G 上 的 呈 次 多 项 式 . 则 Pa(z) 至 少 有 一 个 
零点 。 


证 明 :( 反 证 法 ). 设 (2) #0, Vz EC。 令 f(z) = 二: 


EG 由 于 


1 1 

f(z)= Tt 

故 lim f(z) = 0。 于 是 存在 M > 0 使 得 当 | 中 > MM 时 ，|f(z)| <1。 由 于 f(z) 在 lz|1<M 
上 连续 ， 故 存在 Mai > 0 使 得 |f(z)| < M1, ylzl < M。 从 而 由 刘 维 尔 定理 得 到 ， f(z) 三 
常数 ， 即 P(z) = 常数 ， 这 与 oo 关 0 矛盾 。 所 以 ， Pn(z) 在 C 内 至 少 有 一 个 零点 。 口 


83.5 调和 函数 
我 们 已 经 知道 ， 满 足 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 的 二 元 可 微 铺 数 称 为 调和 消 数 ,调和 沁 
数 在 数学 及 物理 学 中 有 着 及 其 重要 的 应 用 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 主要 讨论 解析 函数 与 调和 
闸 数 的 关系 ， 并 给 出 用 调和 函数 来 表示 解析 函数 的 公式 。 
一 、 调 和 函数 与 解析 函数 的 关系 
1. 调和 函数 的 概念 


设 消 数 w = f(z) = wu(z,y) +iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 ， 根 据 第 一 章 的 定理 2.2, 它 在 
D 内 必 满足 C-R 方程 


站 = 元 =- 宛 。 (3.8) 
_50- 


此 外 ， 根 据 第 三 章 的 定理 3.8, 我 们 知道 区 域内 解析 的 少数 存在 任意 高 阶 导数 ， 由 此 可 以 
推出 着 函数 7() 在 区 域 卫 内 解析 , 则 名， 全 ， 吕 ， 如 在 区 域 D 内 就 有 连续 信 叶 
数 。 将 式 (3.8) 中 的 第 一 式 再 对 z 求 偏 导数 及 第 一 式 再 对 y 求 偏 导数 ， 得 到 
Fu Ov Pu Ov 
dr’ yor’ 52 ry’ 
根据 偏 导数 的 连续 性 ， 由 上 面 一 式 可 得 到 
Pu Pu 
B+ By 
同样 对 (3.8) 中 第 一 式 再 对 y 求 偏 导数 ， 第 一 式 再 对 z 求 偏 导数 ， 可 得 到 
Pu Pv Ou Pv 
dry Ov? Wor or" 
利用 二 阶 偏 导数 的 连续 性 及 上 面 二 式 得 到 
Do2 Du2 


0 (3.9) 


B+ r=0. (3.10) 
上 面 的 论述 说 明了 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 同时 满足 偏 微分 方程 
2 + 2 =0。 (3.11) 
根据 上 面 的 讨论 ， 由 (3.9) 式 及 (3.10) 式 可 以 得 到 调和 消 数 与 解析 消 数 的 关系 ,我 们 
叙述 如 下 : 
命题 3.3 任何 一 个 在 区 域 D 内 解析 的 函数 f(z) = u(Zz,y) 二 iv(z,y), 它 的 实 部 与 虚 部 都 
是 调和 函数 。 


这 个 命题 可 以 使 我 们 利 几 解析 消 数 米 研究 调和 函数 。 并 匡 我 们 称 u 和 v 互 为 共 辆 调 
和 的 数 。 

2. 求实 部 已 知 的 解析 函数 

根据 命题 3.3, 我 们 知道 区 域 D 内 解析 消 数 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 消 数 ,但 是 反 过 米 ， 
对 于 任何 两 个 在 区 域 D 内 的 调和 函数 u(z,y) 及 v(z,y), 复 变 函 数 f(z) = u(z,y)+iv(z,y) 
却 不 一 定 是 解析 的 。 因 为 u(z,y) 和 v(z,y) 不 一 定 满足 C-R 条 件 。 然 而 如 果 已 知 一 个 调 
和 的 数 u(z,y), 那么 就 可 以 利用 C-R 条件 求 得 它 的 共 辆 调和 函数 v(z,y), 从 而 构成 一 个 
解析 将 数 wu(z,y) +iv(z,y)。 
例 3.13 已 知 u(z,y) = z2 -- 妇 一 27y, 求 其 共 二 调 和 函数 uv(z,y) 及 解析 函数 f(z) = 
u(z,Y) + iv(z,y). 
解 : ( 解 一 ) 显然 ， 


Ou Ou 
Be = 27— 2y, 本 
Du _ 2 D2u 
5 Dy? 
u(z,y) 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 则 wu(z,y) 是 调和 函数 。 

本 了 


由 于 


= -2 =2y+27 (3.12) 
Bu Bu 

De .13 
WY (3:13) 


在 (3.12) 式 中 对 z 积分 (y 作为 参 变节 ), 得 到 
v= [e+ 2zjdz= 27y + 1? + g(y), 
其 中 g(y) 是 任意 函数 。 将 上 式 代入 (3.13) 式 可 得 
2r +9(y) =27— 2y, 
即 g'(y) = -2y。 于 是 可 得 g(y) = - 刀 +C。 因 此 
u(z,y) = 2zy +zZ2 -y+C。 


从 而 得 到 解析 绷 数 
f(z2)=7 -27y+i(2ry+r 一刀 二 C)。 
( 解 一 ) 内 为 
f(z)= 如 +i 妆 = 关 -i 全 
=27—2y—i(-2y— 27) =2(1+i)z, 
所 以 


jz)=(1+iz2+C。 
因为 ulz,y) 是 f(z) 的 实 部 ， 所 以 C 必须 是 纯 虚 数 ， 从 而 与 方法 一 的 结果 一 致 。 

例 3.14 设 某 一 解析 削 数 f(z) 的 实 部 是 已 知 的 调和 函数 u(zZ,g)， 并 且 u(z,y) 中 的 z, 3 
用 复数 &, 代替 时 ， wu(6,7) 有 意义 。 证 明 f(z) 可 用 下 式 表示 : 

JG)=2u( 卫 ,去 ) -uv00.0). (3.14) 
证 明 ， 由 于 z = z+igy 则 

z= 到 c+ 下 y= 去 c- z)。 

而 f(2) =w+iv,f(z) = wiv。 显然 f(z) 也 可 看 作 是 z 与 z 的 二 元 消 数 。 于 是 由 链 式 法 
则 可 得 f(z) 对 > 的 偏 导数 


Da 
0z Oz Dz 
= 
Ty i( 吉 三 
lo 1 /iW 1% 
i 
= 卫 ( 兴 - 理 )- 寺 (和 Ou 
-7( 可 ~- 檀 )-3( 吏 + 三 ) 


PR 


由 于 全 =0, 故 GJ 与 : 无 类 ， 仅 是 三 的 肖 数 ， 记 为 了)。 于 是 


2u(z,y) = f(z +iy) + f(z —iy). 


2u( 闻 , 亩 ) = f(z)+0)， 
上 式 中 用 0 代 答 =, 得 
2u(0,0) = f(0) + F(0) 
于 是 
2u(3, 襄 )-wo9=7)+ 半 [Fo -yo)， 
央 此 除了 可 能 相差 一 个 纯 虚数 外 ， 所 求 函 数 为 
f(z)= 2u( 亏 ; 硬 ) —u(0, 0), 


Sin ZCcosz 


比如 ， 根 据 上 例 ， 阁 解析 应 数 f(z) 的 实 部 为 ea 则 u(0,0) = 


Pi 2 2 
2sin= coss 


f(z)= 2 他， 夺 ) = i 


FE 
十 sh ni 


二 、 解 析 函 数 的 一 种 构造 方法 


命题 3.3 说 明了 解析 函数 的 实 部 、 虚 部 构成 共 轮 调 各 函数。 现在 , 我 们 要 反 过 来 问 : 
已 知 一 个 调和 函数 w 是 否 可 以 找到 一 个 共 元 调和 消 数 w 使 f(z) = wu + iv 成 为 解析 活 
数 ? 上 述 的 3 个 例子 给 出 了 这 个 问题 正面 回答 的 可 能 性 ， 但 是 否 一 定 是 正确 的 呢 ? 请 看 
下 面 的 例子 。 
例 3.15 设 G=C\{0}, wu(z,y) = In(z? 二 如 12. 则 wu(z,y) 是 G 内 的 调和 函数 . 现 设 在 


G 内 存在 u(z,y) 的 共 索 调和 函数 v(z,y)， 即 v(z,3) 满足 : 
加 uy au Gu zx 
Dr Oy n+ Wy Or 到 + 好 
于 是 由 定理 2.1， 1 三 Lt+iv 在 G 内 和 解析， 而且 由 上 式 ， 


41 了 下 4 
rl)= ti = + 让 z=7I+iy#0. (3.15) 


和 人 二 


由 于 在 去 掉 原 点 及 负 实 轴 的 区 域 GI 内 ，lnz 解析 ,而 且 G1 又 是 单 连通 的 ， 故 由 (3.15) 
式 及 定理 3.6 得 到 f(z) =lnz+C,YzeGi, 其 中 C 是 一 个 复 常数 。 由 于 f(z) 在 G 内 
连续 ,而 Inz 在 去 掉 原 点 的 负 实 轴 上 不 连续 ， 所 以 就 得 到 矛盾 。 这 个 矛盾 说 明 ， 在 G 内 
上 述 猜测 是 不 成 立 的 。 

尽管 如 此 ， 我 们 还 是 有 下 面 的 结果 : 
命题 3.4 设 ul(z,y) 是 |z 一 20|< 民 ( 民 可 取 +oo) 内 的 调和 函数 ， 则 存在 lz 一 zol < 民 内 
的 调和 函数 v(T,y), 使 得 f(z) =4+iv 为 |z 一 zo| < 尽 内 的 解析 函数 。 


证 明 : 我 们 用 C-R 方程 在 |z - zo| < R 内 求 一 个 调和 函数 v(z,y), 使 得 
Wo Mo 
yy WW 页 
我 们 首先 令 
v(z,y) = ar， (3.16) 
0 


而 wz) 是 一 个 待定 的 孙 数 。 
对 (3.16) 式 两 边 同时 关于 z 求 偏 导 ， 得 到 


Co rw 
EE 
= -名 + 和 + (7) 
= 他 + 名 Et 内 (z)。 


T 丰 wo = -至 


,从 而 由 (3.16) 式 得 到 
'0) 
_ [YBu(z,t) “ou(z,0) 
v(z,y) = 2- | 


容易 验 让 ， 上 述 的 v(z,y) 是 |z - zo| < RR 内 的 调和 沙 数 ， 而且 u(z,y), v(z,y) 满足 C-R 
方程 。 口 

在 上 述 命题 的 证 明 过 程 中 ， 主 要 用 到 了 带 参数 积分 的 求 偏 导 数 的 方法 ， 其 只 体 原理 
可 参见 附录 一 。 


[EX 


三 、 施 瓦 兹 公式 与 普 阿 松 公式 “ 

对 杆 解析 孙 数 ， 我 们 有 柯 贞 积分 公式 (定理 3.8), 利用 这 一 公式 ， 可 以 通过 解析 消 数 
在 区 域 D 边界 上 的 柯 西 积分 求 出 函数 在 区 域 D 内 任 一 点 处 的 值 。 而 对 于 调和 前 数 ， 我 
们 也 有 类 似 的 公式 一 普 阿 松 (Poisson) 积分 公式 。 并 且 可 以 通过 调和 的 数 在 边界 上 的 值 
确定 它 所 对 应 的 解析 也 数 及 其 共 罗 调 和 函数 。 
Va 


定理 3.10 ( 施 瓦 兹 公式 ) 设 函 数 f(z) = ulz, 切 +ip(z, 切 在 | 中 = P 上 连续 ,在 | 中 <2 


内 解析 ， 则 
这 i 
f(z) =ipo+ 云 | au(pcos 内 psing) 2 dp, lz|<p 
其 中 Bo 为 实 常数 。 
证 明 : 由 于 f(z) 在 |z| < p 内 解析 ， ls 时 < 内 任 一 点 z 有 
100) 
= Sd 
f(0) = 吉 | x 
pe) 
-| i 
即 


Ja= 云 | "fulpeosg, psind) +iv(peost psinD)] AS; a 


令 z*= §, 显然 z* 在 圆 外 ， 于 是 由 柯 西 积分 定理 得 : 


eb 0) zx 
2mi 际 x XE 
二 100 三 

X 本 殉 


2 5 
= 去 | /e's 
即 
1 27 . 2 
0= TE 上 [upcost, psint) +iv(peost,psin)] Ey 
上 式 两 端 取 共 犯 后 得 
1 f2r 
0 二 3 上 [ecosev sing) —iv(pcost, psin)] dy 


将 式 (3.18) 与 (3.19) 两 式 相 减 ， 得 到 


tf ie 
1/ 四 = 去 | vocesppsing) frstE do 


Pei —z 


;p27 
+ 5 | upcosmpsin 由 )d 少 


吉 
其 中 令 包 = 去 | vlpeospsin)d 显然 为 实数 。 由 此 可 得 定理 成 立 。 


(3.17) 


(3.18) 


(3.19) 
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将 公式 (3.17) 两 边 取 实 部 ， 并 以 z = rei4 代入 ， 于 是 得 到 : 


ie 十 pei(e-9) 十 

m (rs) -me 人 em ) 

. pcos($ —0)+r +ipsin(¢ — 0) 

下 0) -r+ipsin(g — 人 

re (pee O)+ rtipsin(g ~— OJlpcos($ — 0)—r—ipsin(y — 中 ) 
Tcos@ 二 9 二 让 十 户 sinz(g 一 相 
_ [pcos($ —0) +rllpcos($ —0) —n]+p?sin’(6 ~ 6) 
PP 2preos(d 0) +r? 

Pr 

~ PP—2prcos(p—0)+r2 
由 此 可 得 到 普 阿 松 公式 
定理 3.11 ( 普 阿 松 公式 ) 设 u(z) = u(z,y) 在 闭 园 |z| < P (0 < p < +co) 上 连续 ， 在 开 
加 |z| < p 内 为 调和 函数 ， 则 对 国内 任 一 点 忆 记 z=reig,9<r<0O<g<2r 有 

(oe | Pr 

Wren)= 直 | v0) 7 有 Tt 


.计算 积分 | 22dz 其 中 C 是 
(1) 原点 到 人 @ 十 i) 的 直线 段 ; 
(2) 原点 到 2 再 到 (2 +i) 的 折线 ; 
(3) 原点 到 i 再 沿 水 平 到 (2 + i) 的 折线 。 
2. 计算 积分 | Rezdz, 其 中 CC 为 
(D) 从 (0) 点 沿 单位 轩 周 ， 顺 时 针 方向 走 到 (0,1) 点 的 半 阐 周 ; 
(2) 从 点 到 点 z2 的 直线 段 。 
3. 求 下 列 积分 ，C 是 正 向 单位 圆周 : 


mh 次， 四 [rs 


dz 
名 站， (9 fa 本 
4. 计算 下 列 积分 : 


(D) 三 sin? zdz; {2) [esas 
ni i 

(3) 让 (z—-lDe-:dz; (4) | ersinzdz。 

1+i 


5. 计算 下 列 积分 : 
-56- 


zsinz 2z2 一 3z 十 1 
© | er 1 


一 多 十 芋 Cosz 
3 和 一 一 一 一 dz (4 | dz。 
名 zl=2 乞 = 计 Da (9 C=Ci+C2 23 


其 中 ，Ca: |z| = 2 为 正 向 ，C2: |z| = 3 为 负 向 . 
6. 设 


= 人 
/四 = i lsl=26— 


1#2. 


求 (0), "(0) 及 f(3), 了 (3)。 
7. 己 知 函数 4(z,y), 求解 析 函 数 f(z) = u(z,y) + iv(z,y) : 

(D us,y) = 37y, fl)=-l+i; 

(2) u(x,y) = 2(7 ~ Dy, f(2) = 一 

r? 一 好 

(3) u(z,y) = EE 

(4) ulz,y) = (7 —y) (z+ dry+y) 一 +y). 
8. 证 明 函 数 u(z,y) = 2? 一 y?, Vv(T,y) 一 Fy 5 都 是 调和 函数 ， 但 函数 

f(z) = u(z,y) +iv(z,y) 

不 是 解析 函数 。 
9. 设 v(z,y) = ep siny, 求 p 的 值 使 v(x,y) 为 调和 函数 ， 并 求 出 解 怕 函数 f(z) = 4 十 iv。 
10. 求 双 曲线 族 一 x2 = C 的 正安 曲线 族 。 
11". 设 0<r<1,n 为 下 整数 ， 试 求 积分 


1-7 


2 
玩 | Nt rT Ed 


的 值 。 
12. 设 区 域 忆 为 右 半 半 面 ，z 为 D 内 的 圆周 |z| = 1 上 的 任意 -点 , 败 丰 DD 内 的 任意 -条 曲线 C 
连接 原点 与 z, 证 明 : 


Mw [| ol 4 
13. 设 TE 内 解析 。 试 证 明 : 
(GD (Fi+ ra ?= 4|f'(2)P; 


Ca AG) 
(2) (gz + By7) InQ+ lf(2)P) = [+ CPE 


14. 设 f(z) 在 |z|<1. 上 解析 H f(0) = 1, 试 求 
1 二 
站 P+ (+ dO a 


15. 利 几 上 题 的 结果 证 明 : 若 f(z) 满足 上 题 的 条 件 H Re {f(z)} > 0, 则 |Re f"(0)| < 2。 
BY 7 


16. 设 utz, 切 在 |z| = 1 上 连续 ,在 |z| < 1 内 调和 ， 证 明 : 
2n 
wu(0,0) = 工 | u(rcosO,rsing)d9, 0<r<l. 
2r Jo 
17. 证 明 ， 如 果 复 平面 上 的 调和 函数 u(z) 是 有 乔 的 ， 那么 u(z) 旬 为 常数 . 
18. 设 f(z) 在 |z| < 1 上 解析 . 试 证 明 : 对 任意 |z| < 1, 有 


QG-bpyO- 击 和 .79 二 


dé, 


3 
1 I | 3)ld0. 
(一 上 Hz < 却 lf(e™)| 
19. 设 f(z)=ut+iv 在 C:1z|=1 上 连续 , 在 D:|z|<1 内 解析 。 证 明 : 
$f-vau= reraray, (z=z+iy). 
20*. 设 w= f(z) =w+iv 在 |z|=1 上 连续 , 在 |z| < 1 内 解析 ， 证明 : 
2 
1 = | vcosssnsjereay， 
TJo 


21. 设 f(z) 在 半 面 C 内 解析 ， 作 存在 自然 数 及 正 数 M, 使 得 [f(z)| < MIz 上 ,证 明 ， f(z) 是 
-个 次 数 不 超 过 大 的 多 项 式 (提示 利用 高 阶 求 导 公式 证 明 ，f(n(z) = 0 对 Vz > 成立) 。 
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在 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 ， 通 过 函数 项 级 数 和 短 级 数 我 们 可 以 研究 押 数 的 
性 质 ， 可 以 用 米 求 常 微分 方程 的 解 ， 也 可 以 用 米 求 函 数 的 近似 值 。 在 复 变 沙 数 中 , 级 数 同 
样 也 是 研究 解析 消 数 的 重要 工具 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 将 给 出 解析 消 数 的 泰勒 展开 式 及 洛 
朗 展 开 式 ， 并 利用 解析 函数 的 泰勒 展开 式 米 导出 解析 函数 的 零点 扳 立 性 和 最 大 模 原 理 等 
一 些 重要 的 性 质 。 


84.1 函数 项 级 数 


在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 对 复数 项 级 数 作 了 一 些 简单 的 介绍 ， 下 面 我 们 来 讨论 复 变 并 
数 项 级 数 收敛 性 问题 。 
设 复 变 银 数列 {f(z)}? 定义 在 C 中 的 子 集 巨 上 ， 称 
DO fn) = (2) + f(z) + + f(z) + 
n=1 


为 函数 项 级 数 , 令 D = {z € EE| 羡 户 (2) 收 敛 } 万 称 为 三 有 (z) 的 收敛 范围 。 若 万 关内 


则 在 D 上 有 一 个 函数 f(z), 使 得 f(z) = > 记 (2)。j(z) 就 称 为 3 及 (z) 的 和 函数 。 
上 述 情形 也 可 借助 ec- N 的 方式 描述 为 : 
对 Ye>0 及 闫 定点 ze 也 , 存在 NN = N(e,z) € N, 使 得 当 n >N 时 ， 
|f(2) -D(z)| < ee 
各 
一 般 米 说 ， 上 述 的 N 不 仅 依赖 于 而 且 还 依赖 于 ze D。 车 N 仅 依赖 于 e 而 与 > 无 
关 ， 那 就 是 所 谓 的 一 致 收敛 的 概念 。 
定义 4.1 若 对 Ve > 0 存在 一 个 与 z 无 关 的 自然 数 N = N(ej, 使 得 当 n> N 时 ， 对 一 切 
zEDR 有 
lfG) -Dia < 
所 
则 称 级 数 守 刀 (2) 在 D 上 一 致 收效 于 7- 
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定义 4.2 设 复 变 函 数列 {f(z)} 在 区 域 D 内 有 定义 而 且 万 为 器 所 (2) 的 收敛 范围 。 
党 


如 果 在 万 内 的 任何 一 个 闭 子 区 域 上 bE 一 致 收效 ， 则 称 有 (2) 在 万 中 内 闭 一 
致 收 伊 。 

利用 与 《数学 分 析 》 中 相同 的 方法 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 ; 
命题 4.1 设 {f(z)} 字 是 在 区 域 (3 或 闭 区 域 ) D 上 有 定义 而 且 存在 正 数 列 1 {anjf 使 得 
|fn(z)| < an, n=1,2,.…, 并 有 ba 收敛 。 则 器) 在 D 上 一 致 收 全 . 
命题 4.2 设 复 变 函 数列 fa) 在 区 域 D 内 有 定义 且 在 DD 中 内 闭 一 致 收效 于 f(z)。 
(D 若 户 (z)m = 1 2,…， 在 万 内 连续 , 则 f(z) 在 万 内 连续 ; 
(2) 设 C 为 也 内 任何 一 条 正 向 简单 曲线 ， 而 且 fn(z), n=1,2,.… 在 C 上 连续 ， 则 

| f(z)dz = lim | fn(z)dz. 
C ny 

由 此 ， 我 们 得 到 下 面 的 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 : 
定理 4.1 设 复 变 函 数列 《加 (z)jP 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 并 且 2 及 (z) = f(z) 在 区 域 
万 中 内 闭 一 致 收效 ， 则 
(1) f(z) 在 D 内 解析 ; 
(2) JC)(z) = 三 f(z),p = 1, 2, +. 


证 明 ，(1) 由 命题 42, f(z) 在 D 内 连续 。 设 C 为 D 内 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲线 。 由 于 
和 we dz = 0, n = 1,2,… , 及 由 命题 4.2 (2)， 
f 4- 办 f has 
故 fre = 0。 从 而 由 摩 瑞 拉 定 理 ( 见 例 3.10) 可 知 ， f(z) 在 D 内 解析 。 
(2) 设 = 为 内 任 一 点 ， 在 DD 内 作 一 正 向 简单 闭 曲线 C 使 > 在 C 的 内 部 。 由 高 阶 
导 公式 
1) = ST 5 = 4 f(z )= 看 27i £9 48 


人 二 


n, P=1,2,… 及 


fn(€) f(8) 
Set az 在 C 上 一 致 收敛 于 be 2 


我 们 得 到 
f(z) = /0 p=1,2,.… 
n=1 


8384.2 震级 数 
在 仅 .1 中 ， 如 果 我 们 取 有 (2) = an(z - zoj”, 其 中 fanjF 为 复 党 数列 ， ae C, 则 
品 o( ~ 0)” 就 称 为 军 级 数 。 每 级 数 在 解析 汪 数 性 质 的 研究 及 卫 数 值 的 近似 计算 中 者 
有 十 分 重要 的 应 用 。 


一 、 震 级 数 的 收 合 半 径 及 收敛 加 

为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 总 古 取 竺 级 数 的 标准 形式 器 anz"。 我 们 首先 研究 富 an2" 
的 收敛 性 。 对 此 ， 我 们 有 下 面 的 阿 贝尔 (Abel) 定理 。 
定理 4.2 如 果 堆 级 数 ne 在 z= z( 关 0) 处 收 化 ， 则 此 级 数 在 |z| < |zi| 内 绝对 收 


你 车 在 a 处 发 教 ， 则 在 |s| > al 内 ， 中 onz" 发 必 . 


证 阴 ， 因 为 加 on 区 收敛 ， 所 以 ,isanz? = 0。 从 而 存在 常数 M > 0, 使得 对 所 有 的 nm， 
都 有 lanz?| < M。 又 


,n>1 


lenz"| = lens 过 
而 且 当 |z| < |a| 时 ， 三 三 | 败 ， 所 以 当 |z| < |za| 时 ， ee 绝对 收敛 。 

设 吧 anz" 在 aa 处 发散 。 着 有 一 点 za 使 得 当 so| > ja 时 ， 骂 om 池 收敛 。 则 由 
前 一 半 的 结论 可 知 ， 中 az 收敛 ， 但 这 与 假设 匣 anz" 发 数 下 后, 村 是 ， 邯 anz" 在 
|z| > |a| 内 发 散 。 品 

注意 到 ， 由 总 on" 在 处 收敛 可 推出 2 anzn 在 |z| < |za| 内 内 闭 一 致 收敛 。 事 
实 上 ， 设 zj <r < |al, 则 由 


n 
lanz"| < lanr"| < ul 
1 


可 知 ， 三 or 一 致 收敛 。 
根据 定理 4.2, 我 们 对 备 级 数 江 anz” 的 收敛 范围 可 确定 如 下 

(1) 对 正 实 轴 上 所 有 的 点 =, 电 onzn 都 收敛 。 这 时 ， 对 Yz e C， 学 anz" 都 绝对 收 人 

(2) 对 正 实 轴 上 除了 0 外 ， 所 有 的 点 = 都 使 尖 anz" 发 散 。 这 时 ， 除 了 0 点 外 ， 对 所 有 
的 点 z 六 or 都 发 散 ; 3 

(3) 存在 正 实 轴 上 的 点 z1 > 0 及 zz > 0 使 得 bo 在 z= zi 处 收敛 , 在 z= zz 处 
发 数 。 则 使 得 bo 收敛 的 点 z 必 满足 |z| < za 。 在 此 情况 下 ， 由 阿 贝尔 定理 ， 我 

i 


们 可 取 到 一 个 目 数 R 使 得 对 |z| < RR 的 z， 三 anzm 收敛 而 对 |z| > RR 的 z， 之 Qnz™ 

发 散 。 - 
这 个 尺 就 称 为 Bm” 的 收敛 半径 , 而 |z| < RR 就 称 为 3 anzn 的 收敛 圆 。 对 于 情形 (1) 
及 (2), 我 们 可 以 分 别 设 为 及 =o0 及 已 =0。 二 

采用 与 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 相 同 的 方法 ， 我 们 可 以 求 出 2 ne" 的 收敛 六 
径 如 下 : 

若 工 = 8 
L=0 时 R= oo。 

对 于 |z| = RR 上 的 点 ， 2 anzn 的 敛 散 性 一 般 较 难 判断 。 
z 一 


各 | 或 工 = lim, Vi 存在 ， 则 也 = 二 。 当 L=o% 时 ，R=0; 


例 4.1 求 三 的 收 化 半径 及 收效 范围 。 
解 ， 由 于 
L= lim |2t|=1, 
nr 


故 中 = 即 此 固 级 数 的 收敛 半 狠 为 1 从 而 它 的 收 全 域 为 =- 1| < 1。 义 因为 级 数 吕 去 
收敛 ， 故 原 级 数 在 |z - | < 1 上 收敛， 即 它 的 收敛 范围 是 |: 一 | < 1。 

根据 定理 4.1 及 震级 数 收敛 国 的 性 质 ， 我 们 有 下 面 的 结论 : 
全 是 4.3 设 /lz) = 苇 anz",g(z) = 器 bra" 的 收效 半径 分 别 为 ,RR 
(1) f(z), g(z) 分 别 在 |z| < Ri 及 |z| < Ro 内 解析 且 

和 af(z) + Xag(z) = > Nan + Xaba)zn，|z| < min(R1, Ra) 
n=0 

其 中 ， Al)a 是 复 常数 ; 

GO 7G)= non ll < Bs; 


oo 


(3) j= 让 | az | 中 < 已 ， 其 中 C 为 |z| < Ri 中 的 一 条 简单 曲 
线 ; 


(4) 设 h(z) 在 区 域 D 内 解析 ,上 且 |h(z)| < 已 ,ze D. 则 f(h(z)) 在 DD 内 解析 ， 且 
HGD) = Dani"(s), z € D. 
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84.3 ”解析 函数 的 泰勒 展开 


一 、 解 析 函 数 的 泰勒 展开 


在 高 等 数学 中 , 我 们 已 经 知道 若 f(z) 在 区 间 (一 RR, 忆 ) 中 无 限 次 可 微 , 而 及 存在 M > 0， 
使 得 f(z)| < M, vn>1, ze(-R,R), 


f(z) = 0 人 2 
n=0 
这 就 是 f(z) 在 z = 0 处 的 泰勒 展开 式 。 这 种 展开 式 可 用 于 函数 f(z) 的 近似 计算 及 近似 
值 的 误差 估计 。 
在 复 变 消 数 中 ， 我 们 当然 也 希望 复 变 消 数 具 有 与 实 变 基 的 情形 相同 的 结果 。 但 由 本 
每 级 数 的 和 消 数 在 其 收敛 域 中 是 解析 函数 ， 因 此 我 们 必须 考虑 解析 函数 的 展开 问题 。 
定理 4.3 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 则 对 任何 zo E D 及 使 得 U(z0,6) ED 的 6>0 都 有 


2 fn) 
) 二 > (0) (, —z0)"，|z-z0| <6. (4.1) 
证 明 : 对 丁 满足 |z -zo| < 56 的 z 令 r=jz-zl<6。 取 0e(n5)。 则 正 向 圆周 
C: 上 一 zo|= 抽 在 U(z0,6) 内 且 z 在 C 的 内 部 (图 41) 。 


图 4-1 
丁 是 由 柯 贞 积分 公式 ， 
1 四 
Ja= 二 中 名 4 
当 |lz 一 all=m 必 -如 = 下 时 ，| 一 也 |= 工 <1 故 
€—-z0| 0 
I 1 2 1 
€-» €-20-(t—w) 《一 祝 1 二 3 二 如 
一 2 
1 Ca ， (人 一 zj 
一 


在 C 上 关于 5 一 至 收敛。 从 而 
2 
1O- 去 人 过 de 


(fe 


oo fF(n) 
= DE ae 一 am。 


在 这 个 邻 域 V(zo,6) 内 ， 上 述 的 宕 级 数 是 唯一 的 ， 即 车 
f(z2)= > an(z — 20)", z € U(z0,6), 


则 直送 f(z0) (0) Oe 


由 于 条 级 数 在 收 人 国内 可 到 项 于， 所 以 对 
Do 一 am Ee -20)", lz—zo| <5 


两 边 同 时 求 n 次 导数 后 将 z = zo 代入 ， 得 到 


(n) ! 
nlan = 0 


Jo 人 人 口 
外 ’ 2 

(4.1) 式 称 为 f(z) 在 z = zo 处 的 泰勒 (Taylor) 展开 式 或 泰勒 级 数 ， 系 数 之 包 称 
为 泰勒 系数 。 

由 这 个 定理 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 4.1 设 f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 。 则 f(z) 在 D 内 解析 的 充 要 条 件 是 f(z) 在 DD 内 
每 一 点 都 可 展开 为 泰勒 级 数 。 
推论 4.2 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 对 DD 内 任何 一 点 zo, 设 d 是 zo 到 万 的 边界 9D 各 
点 的 距离 中 的 最 短 距离 。 则 


即 Gn 


20 f(n) 
ey 
n=0 


的 收敛 半径 就 是 d。 

事实 上 ,从 定理 4.3 的 证 明 来 看 , 定理 证 明 中 的 5 具有 很 大 的 伸缩 性 。 为 了 能 够 扩大 
知 级 数 的 收敛 六 径 ， 我 们 需要 估计 zo 到 8D 上 各 点 的 距离 ， 而 这 个 d 正 是 我 们 所 要 的 。 
因为 此 时 正好 {z | |z 一 zol < dd} 落 在 D 内 而 且 使 得 {z ||z -zol < 5} CD 的 5 的 最 大 值 
就 是 d。 
推论 4.3 设 f(z) 在 全 平面 C 内 除了 有 有 限 个 奇 点 习 ,za,…… ,zt 外 解析 . 设 f(z) 在 加 
处 解析 ， 则 泰勒 级 数 


00 fp(n), 
bp 全 fo)(z )n (4.2) 


的 收效 半径 及 = , 电 浊 ,lz0 一 | 
证 明 ， 在 (4.2) 式 的 收敛 域内 ， f(z) 是 解析 的 。 所 以 ， zz … ,zx 不 能 在 它 的 收敛 域 


内 。 于 是 ， 根 据 定理 4.3 及 收敛 半径 的 定义 ,我 们 可 将 (4.2) 式 的 收敛 域 扩张 到 最 大 为 
lz 一 zol < R。 已 


二 、 一 些 初等 函数 的 泰勒 展开 


应 用 解析 沙 数 的 泰勒 展开 式 再 结合 竺 级 数 逐 项 求 导 及 求 积分 的 公式 或 一 些 代数 运算 
技巧 ， 我 们 可 以 求 出 一 些 常见 的 初等 函数 的 泰勒 展开 式 。 
(DD f(z)=e 在 C 内 解析 ，f0m(0) = 1。 所 以 
“= Be |z| < +oo。 
n=0 


() 1() =sinz 在 C 内 解析 ， fo(z) = sin(z+ 字 ). 所 以 


wn -关上 z2n+l， jz| < +oo。 
故 
(=D) 
cosz = (sin 2) -2 Gr ， lz|<+o0。 
我 们 还 可 以 利用 e= 家人 sinz 及 cos z 分 别 为 
ix -is ti )= )" 
| -二 全 -人 
-Er D" Ei lz < +oo， 
_ eis+e-i: (9° + Ci 
A - 志 达 四 + 盐 关 所 
i |z| < +oo。 
(3) f(z) = ln(1+2) 在 |z|<1 内 解析 ，f(0) = 
f(z) = 二 = 二 D"z", |z| < 1。 
故 


Jo= | raaz= | CUrzrdz= 人 同和 


n=0 
(4) f(z) = (1+z)* = et+3 (@ 是 复 常数 ) 是 一 个 多 值 函 数 ， 在 |z| < 1 内 可 分 解 
为 单 值 解析 分 支 ， 取 其 一 个 分 支 为 
jf(z)= (1+2)° = er in(1+z), 
计 二 


我 们 来 求 f(z) 在 z = 0 处 的 泰勒 展开 式 。 


用 复合 半数 求 导 法 则 得 到 : 
f(z) =aeon0t9 1 aele~Dint+a， 
/2) =ate -1 (am+ljete-mna+a)， 


村 是 有 ，f(0) =1,7"(0) = Qa,… ,了 (0) =alae-D…(a-n+l。 所 以 (1+z)e 的 这 个 
单 值 解析 分 支 在 |z| < 1 内 的 展开 式 为 


ta =1+ar+ -D4...+ Se—D 0) 
2! nl 


84.4 洛 朗 级 数 


一 、 洛 朗 级 数 的 概念 
我 们 在 讨论 函数 f(z) = i 在 环形 区 域 0 < | 一 11< 1 内 的 级 数 展 开 时 ， 
可 将 f(z) 写成 下 面 的 形式 
f(z)= 5 二 =-&-D) -De-D)". (4.3) 


n=0 
从 表示 式 (4.3) 来 看 ， 其 中 既 含 有 (z -~ 1) 的 正 血 次 项 又 含有 (z 一 1) 的 负 舌 次 项 。 这 种 
形式 的 级 数 称 为 洛 朗 (Laurent) 级 数 。 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 标准 洛 朗 级 数 >: anzn。 


这 只 不 过 是 一 个 形式 的 定义 ， 具 体 来 说 ， 我 们 十 将 > onzn 定义 为 


DS anz" = 三 anz™ + (49) 


n=-o0 n=—o0 


也 就 是 说 ， (4.4) 收敛 当 上 且 仅 当 2 anzn 及 三 anzn 都 收敛 。 


noo 


在 信介 式 中 ， 法 anzn 的 收 伍 半 么 设 为 R 而 2 om 通过 代 换 = = 可 化 为 
入 级 数 号 a-n6"。 这 样 ， 我 们 可 以 设 车 a-ng" 的 收 全 半生 为 n， 于 是 如 _anar 的 收 


nm= 二 oo 


敛 域 为 BE 


<ri 即 |z|> 二 =r。 从 而 DD anzn 的 收敛 半径 为 + < |z| < R。 


二 、 解 析 函 数 的 洛 朗 展开 

(4.4) 式 仅 给 出 了 解析 消 数 可 以 写成 洛 朗 级 数 的 一 个 特例 。 一 般 地 ， 我 们 有 下 面 的 定 
理 : 
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定理 4.4 设 f(z) 在 区 域 r<|z 一 zo| < RR 内 解析 . 则 f(z) 在 r<|z 一 zo| < 民 内 可 以 展 
开 成 洛 朗 级 数 


o0 


f(2)= 》 an(z—z0)", r<lz—zol<R, 


其 中 ， 


二 f(z) st 
m= ri Pd n=0,+, (4.5) 


而 CC 为 r<|z-zo|< 尺 中 任何 一 条 包含 z 的 正 向 简单 闭 曲线 。 


我 们 要 特别 注意 (4.5) 式 中 on 的 表达 式 。 一 般 米 说 ， 二 在 的 内 部 不 一 


CE 
(n) 
定 是 解析 函数 ， 所 以 当 n 0 时 ， 未 必 就 有 on = 二 eo). 


证 明 : 对 于 任何 满足 r < |z 一 zol < 尽 的 z, 作 两 个 正 向 圆周 Ti: | 一 zo| = ru T2: | 一 zo| = 
72 使 得 z 在 圆 环 域 m < lz 一 zl< 产 内 ，C 在 产 和 zz 和 关内 (图 42) 。 由 于 


图 4-2 


f(z) 在 Pu Ts 上 连续 ， 在 ni < |z -zo| < ro 内 解析 ， 故 由 柯 贞 积分 公式 得 到 : 
1/0- 去 和 得 ae- 二 和 担 


rz ri Jr eadé 

当 ¢ers rH |#a|= 上 kl 
me 1 __l 名 1/z-z\ 
EL 


在 Ta 上 一 致 收 全。 于 是 
1 /0 /图 
到 三 ec- 击 二 人 二 人 ac 


当 6eT 时 ， [Es|- < 
下 -1 (E20 
c-a(C-E2) (2 —z0)" 


一 


在 Ti 上 -至 收敛。 从 而 ， 
-二 玖 se- Ze 志和 JOGE- :201dt。 


2mi Jr,€—z 
由 复合 闭路 定理 ， 
和 
{ss ra $4 fs i dé, n=0,1,.…, 
所 以 ， 
f(z)= 到 an(z 一 20)"”， r<lz-zl<R 


其 中 an 为 (4.5) 式 中 的 表达 式 。 
我 们 还 可 以 证 明 ， 在 7 < |z 一 zo| < R 内 ， 洛 朗 展 开 式 


10)= Done -20)" 


地 唯一 的 。 事实 上 , 若 在 r< 上 一 zo| < 及 内 有 f() = 三 bn(z 一 ao", 则 
( 2 
hee, (2 — 20) 1dz。 


注意 到 ， 


1 n=m 
(一 2 加) 1dz 一 
去 人 0 nn#m, 


故 由 (4.6) 式 得 到 am = bm, m = 0, 土 1,* 


(4.6) 


口 


定理 4.4 给 出 了 圆 环 上 解析 函数 可 以 洛 朗 展开 的 结论 , 但 对 展开 式 中 的 系数 an 计算 
一 般 来 说 却 是 很 困难 的 。 所 以 ， 在 求解 析 函 数 的 洛 朗 展开 式 时， 我 们 往往 采用 一 些 间接 


的 方法 如 用 某 些 已 知 解析 函数 的 泰勒 展开 式 来 求 指定 函数 的 洛 朗 展开 式 。 


三 、 例 题 
例 4.2 求 f(z) =sinz +sinl 在 0< |z| < +oo 内 的 洛 朗 展开 式 。 


解 由 Tsinz= 人 |z| < +oo, 故 


(H+ 


，0<|z|< +oo。 


sm 兰 丰 i 
于 是 ， 


f(z2)= 三 a z2n+1 十 + 之 人 (Hs 0< |z| < +oo。 
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例 4.3 求 数 1) = 记 - 在 


(1) 国 盘 |z| <1 内 ; 

(2) 圆 环 1 < |z| < 2 内 ; 

(3) 圆 环 2 < |z| < +oeo 内 的 洛 朗 展开 式 。 

解 : f(z) 有 两 个 奇 点 z = 1 及 2。 它们 将 整个 复 平面 C 分 成 
题 中 的 (1), (2), (3) 这 三 个 区 域 ， 正 好 使 f(z) 在 每 个 区 域内 


都 解析 (如 图 4-3 所 示 ) 。 
为 了 求 f(z) 的 治 朗 展开 式 , 我 们 首先 将 f(z) 分 解 为 部 分 


分 式 


A 和 B 
= = 
2 图 43 


f(z)= 
则 4= lm(z -Df(z) = -3, B= lim(z -2)f(2) = 5。 丁 十 ， 


/oO= -+ 二 5 


(1) 当 |z| < 1 时 ， 他 <z 妇 
3 5 1 \- 5 
/On 


oo 
5 
=》(3- 元 fr)z"。 


n=0 


(2) 当 1<]z|<2 时 ， |: <4 国 <1 ma 


z 


-=-5 1 _1 3 5 
f(z) = 5 32 (2) 2 (2) 


2 


(3) 在 2< |]z| < +oo 内 ， 右 冉 < < 了. 从 而 


oo 


[2 匆 1 
10)=7— T= 3 ZHI 
1 一 = n=0 n=0 


= 5.2n 一 3 
名 


以 上 两 个 例子 可 以 看 出 ， 求 解析 滑 数 的 洛 朗 展开 式 往往 要 借助 某 些 解析 沙 数 的 泰勒 


展开 式 而 不 是 利用 定理 4.4 中 的 系数 计算 公式 。 从 例 4.3 也 可 以 看 出 , 解析 应 数 在 不 同 点 
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的 环形 区 域内 的 洛 朗 展 开 式 可 以 是 不 同 的， 但 在 一 个 给 定 的 环形 区 域内 的 洛 朗 展 开 式 必 
是 唯一 的 。 


84.5 ”解析 函数 的 最 大 模 原理 * 


一 、 解 析 函 数 的 零点 的 孤立 性 

设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 。 若 有 ae D, 使 得 f(a) = 0, 则 a 称 为 f(z) 在 D 内 的 零 
点 。 若 10(a) = 0 大 =01 一 1 而 70(a) 天 0 则 oa 称 为 7(z) 的 n 级 零点 。 

解析 半数 n 级 零点 的 概念 是 多 项 式 重 根 的 概念 的 推广 。 


例 4.4 求 sinz 一 1 的 全 部 零点 ， 并 指出 它们 是 几 级 零点 ? 
解 : 由 sinz 一 1=0 得 到 
@is els 


=1, 即 e?i* -2ie’* -1=0。 


2i 
从 而 (e 一 这 = 0, 即 得 eis = e314。 所 以 ，sinz 一 1 的 全 部 零点 为 zk = 对 十 2h 大 一 
0, 士 1 
由 于 (sinz 一 1)1:=:。 = 0, (cosz):=x = 一 1 关 0, 故 z = 为 sinz 一 1 的 一 级 零点 ， 
天 二 向 二 ly 
设 a 为 f(z) 的 n 级 零点 。 则 由 f(z) 的 泰勒 展开 式 (定理 4.2) 可 得 


f(z2)= 2 SO: —a)™=(:—a)"h(z), lz-al<R 
其 中 ，h(z) 在 |z 一 al < RR 内 解析 且 h(a) 去 0。 
反 过 米 ， 若 在 a 的 某 个 邻 域 UV(a,6) Cc D 内 ， 存 在 解析 函数 h(z) 使 得 


h(a) #0 HL f(z)= (2— a)"h(z), 


则 利用 h(z) 在 > = a 处 的 泰勒 展开 式 并 由 f(z) 的 泰勒 展开 式 的 唯一 性 ， 我 们 可 以 推出 a 
必 是 f(z) 的 n 级 零点 。 

这 样 ， 事 实 上 就 证 明了 : 
命题 4.4 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 则 a 为 f(z) 的 n 级 零点 的 充 要 条 件 是 存在 U(a) CD 
上 的 解析 函数 h(z), 使 得 h(a) #0 且 f(z) = (z 一 a)"h(z), ze U(a). 

由 此 ， 我 们 可 以 得 到 : 
推论 4.4 设 f(z) 在 |z 一 al < RR 内 解析 。 若 在 U(a, RR) 内 存在 {zn}?, 使 得 zn 收 化 于 a 
(但 加 了 a) 且 f(zn)=0, n=1,2,…. 则 f(z) 在 Ula,R) 内 恒 为 零 。 
_70- 


证 明 : 由 f(z) 在 U(a, RR) 内 解析 知 f(z) 在 U(a,R) 内 连续 ， 从 而 f(a) = ,im f(zn) = 0。 
于 是 ， 车 f(z) 在 U(a,R) 内 不 恒 为 零 ， 我 们 可 设 z = a 是 f(z) 的 大 级 零点 ， 即 由 命题 
4.7, 存在 U(a, R) 内 的 解析 消 数 h(z) 使 得 h(a) 关 0 而 县 f(z) = (> 一 a)*h(z)。 

由 解析 消 数 的 保 号 性 ， 存 在 一 个 UV(a,5) 使 得 h(z) 冯 0, YzeUla5)。 义 am 一 0 故 
当 n 充分 人 时 ， zn E U(a,56), 从 而 ALzn) 天 0, 于 是 

f(zn) = (zn — o)*h(zn) #0, 

这 与 zn 是 f(z) 的 零点 相 和 不 盾 。 因 此 ， f(z) 三 0。 口 

推论 4.4 是 下 面 的 凝聚 点 定理 的 特殊 情形 。 
定理 4.5 ( 凝聚 点 定理 ) 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， {zn}P? CD 是 f(z) 的 零点 且 存 在 
Qa ED 使 得 zn 夫 a， im am 二 由 则 f(z) 在 DD 内 恒 为 零 。 


证 明 : 如 果 D 是 整个 复 平面 的 话 , 由 推论 4.4 可 知 结论 成 立 (因为 , 此 时 f(z) 在 z=a 处 
的 泰勒 级 数 的 收敛 半径 R= +o) 。 央 此 , 在 下 面 的 证 明 中 , 我 们 假设 忆 关 C, 即 9D 关 4。 

设 > 为 刀 内 任何 异 于 a 的 点 。 由 于 D 是 连通 的 ， 故 在 D 内 存在 一 条 折线 工 将 a 与 
z 连接 起 米 。 设 d 为 L 上 各 点 到 8D 各 点 呈 离 中 最 短 的 距离 。 在 二 上 依次 取 一 串 点 列 


4=Q0,01, ,An-l, an 二 和 


使 相合 两 点 的 让 离 小 于 d。 这样， U(aj,d) 就 依次 相交 是 ajt1 e U(ajy,d), j = 0,1,…， 
n 一 1 (参见 图 4-4) 。 
由 推论 4.2 及 推论 4.4, 我 们 得 到 f(z) 三 0, Vz e U(ao,d)。 然后 ,对 U(aj,d), j = 


1,… ,n 一 1 反复 使 用 推论 4.4, 最 终 得 到 f(z) = 0。 口 
oD 
D 
图 4-4 


站 面 的 推论 给 出 了 两 个 解析 函数 相等 的 条 件 。 
推论 4.5 设 函 数 f(z) 和 g(z) 在 区 域 D 内 解析 且 在 D 内 的 一 个 无 穷 子 集 巨 上 的 值 相 
等 。 若 存在 aE 忆 及 {zn}? CE, 使 得 am 关 a dim zn =0, 则 f(z) = g(z), Vz € D. 
证 明 : 对 F(z) = /(z) 一 g(z) 运用 定理 4.5 即 可 。 口 


推论 4.5 可 用 米 求 解析 消 数 的 泰勒 展开 式 或 治 朗 展 开 式 ,请 看 下 面 的 例子 : 
= 


例 4.5 求 cosz 在 z=0 处 的 泰勒 展开 式 . 


解 : 设 
> (LD)" on 
f(z)= 2 Gr” ， |z| < +oo。 
由 丁当 z=z€ R 时 ， cosz = f(z), 故 由 推论 4.5 得 到 
cosz=/(z)= Ei” |z| < +oo。 


n=0 


二 、 解 析 函 数 的 最 大 模 原理 

我 们 知道 ， 在 闭 区 域 上 连续 的 函数 一 定 有 最 大 、 最 小 值 ， 但 这 些 最 大 或 最 小 值 点 不 
- 定 能 在 此 区 域 的 边界 上 取 到 。 对 于 解析 函数 来 说 ， 情 况 就 不 大 一 样 了 。 下 面 的 定理 说 
明 解析 北 数 模 的 最 大 值 一 定 在 区 域 的 边界 上 取 到 。 
定理 4.6 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 在 它 的 边界 9D 上 连续 。 设 0D 是 正 向 的 简单 闭 曲 
线 。 令 M = may lf (ol. 则 |f(z)| < M, Vz E 万 . 车 存在 zo E D 使 得 |f(zo)| = M, 则 
f(z) 作为 常数 。 


证 了 明 ; 设 是 任何 白 然 数 ， ze 刀 。 则 由 柯 西 积分 公式 得 


,1 VO) 
v0 = a CI) 


设 5 为 z 公 8D 的 最 短 距离 ，L 为 9D 的 长 度 。 则 由 (4.7) 式 ， 


1 ras He 


VOPS YS -3 


i 
即 Halls (者) 和. 令 n=o0 则 I< MvzeD. 于是 ，|/(D < M vseD 
设 ae 使得 /Go)| = MM。 取 zo 的 一 个 名 域 Uzo, 友 使得 


f(z) = Dan(z — 20)", Vz € Ulzo,R), 


n=0 


任 取 0<r<R, 令 z=z0+rei9, 9€ [0,27j。 由 于 
oo oo 
|f(z0 +reie)P =》 onrnein4 入 dmr™me-ime 
n=0 m=0 


=D anamr"tm™ei(n-m)o 


EE 
关于 8 一 致 收 敛 ， 故 
下 1 27 ee. 
ne | If(w + re Pdo= Danimr"™ | endg= 》 lnPr", (4.8) 
9 nm 0 n=0 
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注意 到 |f(zo + rei9)| < M, |ao| = |f(zo)| = M, 故 由 (4.8) 式 得 到 an = 0, n= 1,2,…, 好 

f(z) 在 U(a,r) 内 恒 为 常数 oo。 于 是 由 定理 4.5 可 推出 flz) = ao, ze D。 义 f(z) 在 DD 

上 连续 , 故 f(z) = ao， ze 万。 口 
解析 的 数 的 最 人 模 原理 有 许多 应 用 ， 限 于 篇 幅 我 们 仅 举 一 个 例子 。 

例 4.6 ( 施 瓦 兹 (Schwarz) 引 理 ) 设 f(z) 在 |z| < 1 内 解析 ,在 |z| = 1 上 连续 而 且 

f(0)=0. 令 M= Pes l(a. 则 |f(z)| < Mlzl, lz| < 1. 


f(z2) 
Pe 人 


证 明 : 令 


f(0) z=0 
利用 f(z) 在 z=0 处 的 泰勒 展开 式 , 可 得 g(z) 在 jz| < 1 内 解析 ,在 jz| = 1 上 连续 并 且 
这 lg(z)|= Ot= =M, 


所 以 由 定理 4.6, lg(z)| < M， < 了 即 得 1f(z)| < Mlzl, lz| < 1。 口 


.下 列 的 说 法 是 可 正确 ? 为 什么 ? 
(1) 每 个 多 级 数 在 它 的 收敛 圆周 上 处 处 收敛 ; 
(2) 每 个 宕 级 数 的 和 函数 在 收 伊 图 内 可 能 有 奇 点 ; 
(3) 每 个 在 zo 处 连续 的 函数 必 可 在 zo 的 邻 域内 展开 成 泰勒 级 数 ; 
(4) 每 个 在 zi 处 解析 的 函数 必 可 在 zo 的 邻 域内 展开 成 泰勒 级 数 。 
2 宕 级 数 2 an(z 一 3)” 能 刘 在 > = 1 处 收敛 而 在 = 一 生 处 发 散 ? 
3. 求 下 列 舌 级 数 的 收敛 半 和 会: 
名 nl 
(1) Zn- 1)"; (2) 包 元 2 
n=0 
(9) 于 san; (9 2 
ro n= Ei” 


4 设 级 数 2 an 收 化 而 lan| 发 散 ， 证 明 : 主 anzm 的 收敛 半 逢 为 1。 


5. 若 级 数 > Qanz” 的 收 化 半径 为 忆 , 而且 在 收 分 圆周 上 的 某 一 点 zo 处 绝对 收敛 。 试 证 明 该 级 数 在 


[| < 尽 下 绝对 收 敏 而 用 致 收 全 
6. it 的 危 级 数 ， 并 指出 它们 的 收敛 半 徽 : 


(1) (2) sin(1 + 22); 


I 
ey 
(3) Cy (4) es sin z2。 


Ee 


7. 求 下 列 函 数 在 指定 点 zo 处 的 泰勒 展开 式 ， 并 指出 它们 的 收敛 半 答 : 


z—1 Ey 
(GD HI = 0 3a =1+i 
(3) arctanz, zo =0; (4) Ra = 1。 

8. 求 下 列 函数 在 指定 的 环 型 区 域内 的 洛 朗 展开 式 : 

(1) 1<|z|<2; 


Zz 
(22+1)(z—2)” 


2 EDe-’ 0<lz—-1l<1;1<|z-2|<+o0; 


i a y Tv . 
(3) 三 二 (E 一 3 在 以 0 为 中 心 的 网 二 域内。 
9. 设 大 为 实数 且 | 人 | < 1 证明: 


CC sing 
msi 
> sin(n + 1)0 =T 一 2 [EY 
cosb 一 大 


四 

n ~ 
Dr" cos(n+ 1)0 oor 
2 


10. 证 明 本 数 f(z) = sin (z 十 二) 的 洛 明 级 数 “ 中 ”cnzn 的 系数 cn 满足 等 式 


本 
i 27 
om = 去 | cosng sin(2cos0) d0. 


11. 设 0<0<nn 证 明 : 

= cosng 省 

> m= -hn(2sin3). 

12. 求 下 列 解 析 函 数 的 零点 ， 并 指出 它们 的 级 数 : 
(1) cosz—l1; (2)e*—1; (3)e2=sinz。 

13”. 设 f(z) 在 半 面 C 内 解析 。 令 M(r) 二 全， 证 明 M(r) 是 关于 r 的 递增 函数 。 

14". 设 f(z) 在 半身 CC 内 解析 , 及 当 z = Rez = 并 时 ，jf(z) = sinz。 证 明 : j(z) = sinz, Vz E 
C。 

15”. 设 f(z) 在 |z| = 1 上 连续 , 在 |z| < 1 内 解析 ， WH pas f(a)| 三 1。 试 证 明 : 


1 
OS pp Hl< 
16*. 设 北 零 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域内 解析 。 设 C 是 D 中 的 任意 :条 简单 闭 曲线 。 则 f(z) 在 C 所 


围 的 区 域内 的 零点 的 个 数 最 多 是 有 限 的 。 


二 


第 五 章 积分 变换 


所 谓 积分 变换 ,就 是 通过 积分 运算 ,把 一 个 胃 数 变 成 另 一 个 圾 数 的 变换 。 具 体 米 说 ， 
积分 变换 就 是 将 某 函 数 类 中 的 任意 一 个 尔 数 f(b), 乘 上 一 个 确定 的 一 元 逆 数 天 (sb, 然后 
再 计算 其 积分 ， 即 


b 
F(f(0)(s) = | f(t) K(t,s)dt= F(s) 


这 样 ， 7(b) 便 变 成 了 另 一 类 少数 中 的 一 个 省 数 F(s)。 丁 是 称 天 为 一 个 变换 ， f() 称 为 
原 扼 数 ， 而 F(s) = 天 (f())(s) 称 为 f(t) 的 像 尖 数 。 

如 果 对 每 一 个 原 少 数 f(t), 通过 变换 后 ， 都 存在 唯一 的 一 个 F(s) 与 之 对 应 ， 则 称 天 
是 1 一 1 的 。 另 一 方面 ， 如 果 存在 一 个 变换 天， 使 得 对 于 每 个 原 施 数 F(s) 都 存在 唯一 的 
像 尖 数 7(b) 与 之 对 应 ， 则 称 为 天 的 道 变换 ， 记 为 天-! = 无。 衫 据 上 数 变换 及 着 变换 
的 定义 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 等 式 

Fi(FU(G)) =70， FP)) = 78). 

在 本 章 中 ， 我 们 将 介绍 两 种 最 常用 的 积分 变换 ， 传 立 叶 (Fourier) 变换 和 拉 痊 拉 斯 
(Laplace) 变换 。 这 两 种 积分 变换 可 用 米 求 常 微 分 方程 的 解 ， 积 分 方程 、 偏 微分 方程 的 解 
等。 因此 ， 它 不 仅 在 数学 的 许多 分 支 中 ， 如 自动 控制 等 ;而 县 在 其 它 学 科 中 ， 如 振动 力 
学 、 电工 学 、 无 线 电 技术 等 领域 中 ,都 有 着 十 分 广泛 的 应 用 ， 它 们 已 经 成 为 这 些 领域 中 不 
可 缺少 的 运算 工具 。 


85.1 拉 普 拉 斯 变换 


一 、 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


在 许多 物理 现象 中 , 我 们 往往 考虑 的 是 以 时 间 t 为 白 变 基 的 函数 。 比 如 , 在 一 个 有 可 
变 电 动 势 且 带 开关 的 电路 中 ， 假 定 把 接 通 开关 的 瞬间 作为 计算 时 间 的 原点 ， 即 + = 0, 那 
么 要 研究 的 是 电流 在 上 > 0 ( 接 通 后 ) 的 变化 情况 ， 而 对 于 t < 0 的 情况 ， 就 不 必 考虑 了 。 
因此 ， 我 们 常会 遇 划 仅 定 义 在 [0,+co) 上 的 随 数 ,或 约定 当 t < 0 时 ， 也 数值 仅 为 0 的 消 
数 。 对 杆 这 种 类 型 的 消 数 ， 我 们 给 出 它 的 拉 普 拉 斯 变换 如 下 : 


区 


定义 5.1 设 函 数 f(t) 定义 在 [0,+oo) 上 ， s 是 任意 复数 ， 如 果 广 义 积 分 
| Wesat 
D 
收 化 ， 则 由 此 积分 所 确定 的 函数 记 为 FF(s), 并 称 


+o0 


co =F6)= | feat 


0 
为 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 而 f(t) = C-1[F(s)] 称 为 F(s) 的 拉 普 拉 斯 逆 变换 。 
求 一 个 消 数 的 拉 普 拉 斯 变换 有 许多 方法 和 技巧 。 华 这 里 , 我 们 仅 举 一 些 利用 定义 米 
求 拉 普 拉 斯 变换 的 例子 。 
例 5.1 求 函数 f(t) = eKt 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 天 是 实数 。 


ec 


十 oo 
解 cles = | evrar= | e-em 


0 
由 于 |e-e=4 人 | = emec-A 故 当 Res > 天 时 ， 


+ 1 
-(s-Rytlat = 
| | |a= RFE < +oo， 


个 
即 |， ee-Atdt 绝对 收 化， 因此 


cle*1] = [ae= 二 (Res > 天)。 
例 5.2 求 正弦 函数 f(t) = sin Kt 的 拉 普 拉 斯 变换 ， K 为 实数 。 
解 : 由 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 得 : 


to eiKt ee-iKt 


+o0 
LlsinKt] = | sin Kte™*tdt= | - etdt 
0 0 2i 
1 [六 -ea 1 天 
元 —(s—i —(stik)t 
于 | e dt 于 此 dt。 


由 于 |e-e-i0I| = eeot, Je-(stiR)t| =e-(Res)t; 故 当 Res > 0 时 ， 


+o0 +oo 
| @-(s-iR)tqt, | e-(stiR)tgr 
0 0 


绝对 收敛 ， 且 


[i 1 +oo 
—(s—iK)t, = —(stiK)t 

e dt = -一 | e-( Bdsm 一 一 > 

0 s-iK 和 stiK’ 


所 以 
1 加 1 )= 五 
s-iKk stik/ s+K2’ 


1 1 
LlsinKt] = 去 ( Res > 0。 
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二 、 拉 普 拉 斯 变换 的 存在 性 定理 


给 出 了 在 [0,+co) 上 定义 的 函数 f(t) 后 ， C[7G] 的 存在 与 否 ， 关 键 在 于 
| resat 
o 
是 否 收敛 。 这 里 我 们 将 给 出 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 充分 条 件 。 


定理 5.1 设 f(t) 在 [0,+co) 上 有 定义 ， 且 满足 下 列 条 件 : 


(1) f(t) 在 [0,+oo) 的 任 一 有 限 区 间 上 按 段 连续 ， 间 断 点 最 多 只 有 有 限 个 ， 且 都 是 第 一 
类 间断 点 ( 即 f(t) 满足 狄 利克 雷 ( Dirichlet) 条 件 ); 
(2) f(t) 是 指数 增长 的 函数 ， 即 存在 两 个 常数 M > 0 及 C>0, 使 


|f(D|< Mect, vte[o+oo)， 


满足 上 述 不 等 式 的 最 小 正 数 C 称 为 f(z) 的 增长 指数 。 
则 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 F(s) 在 半 平 面 Res > C 上 存在 且 解析 . 


证 明 : 事实 上 ， 当 Res > C 时 , 由 f(D)| < Me 知 


+oo +oo M 
一 中 —(Re s~—O)t, 各 
IF(S)| < |, f(De-"|dt< |, Me dt= Ws 


因此 ， FF(s) 收敛 而 且 绝对 收敛 ， 即 F(s) 存在 。 
证 。 F(s) 在 Res > C 上 解析 ， 即 F(s) 在 半 平 面 Res > C 内 可 导 。 
任 汉 使得 Res > C, 令 5= Res - C。 并 下 As 为 |As| < 由 于 
F(s+As)—F(s) 让: 


Ee 


5 
+oo 
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及 e-(A9t 二 实 EY se 所 以 


n=0 


F(s+As)— F(s) pi i 
A | —tf(t)e -dt 


e-(aAat 1 


= | [wwe (OO— +t) dt 


ta LAs ap 
< | woolle [ 伍 a J 


n=0 


Foe 
< sl | (Ole Redtelasltrar 
0 
+oo 


<1Asl | AMfetC-Resltelasltt2dt 
0 
+ 
=[AsIM | es-lAsDiede 
o 
+% 


< |As|M | e-#tt2dt 
9 


由 于 | eedt < +o0, 故 最 终 得 到 


a 
F'(s) = ln, i tf (te-"dt= -C[tf(b]。 


有 了 定理 5.1 作 保 障 ， 下 面 我 们 就 可 以 讨论 拉 演 拉 斯 变换 的 性 质 了 。 


三 、 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 

在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 假定 f(t) 满足 拉 兽 拉 斯 变换 存 华 定理 的 条 件 ， 并 且 增 长 
指数 不 人 于 C。 首先 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 及 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 ， 有 下 面 简单 的 
性 质 : 
性 质 5.1 设 户 (b, fz(t) 都 满足 增长 指数 不 大 于 C, Fi(s) = LC[fi(t)], F2(s) = LC[f2()], 则 


CEA(GD + Kafalt)] = KiF(s) + KaF2(s), 


其 中 KK1, KK2 为 任意 常数 ， Res > C. 
性 质 5.2 ( 像 函数 的 微分 性 质 ) 设 CLfGb] = F(s), 则 


Lf = (-D"FCO() (Res>C). 
例 5.3 求 treK! (K 为 实 常 数 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 - 
解 : 由 例 5.1， 
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所 以 由 性 质 5.2， 
Clteekd] = (一 "1 


(Hi) = 二 (Res > K)。 


dor 


当天 =0 时 ， 就 得 公 


Clt]= A Res> 0。 
性 质 5.3 ( 微分 性 质 ) 设 C[F(D] = F(s), 若 当 +>0 时 ，f'(t) 存在 ， 在 (0,+co) 内 的 任 
何 有 限 区 间 上 ， J'(t) 除 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 连续 ， 并 且 当 1'(0+0) = lim, f'(t) 存 
在 时 ， 定 义 (0) = 了 (0+ 9)， 则 
CD =sF(s)-/f(0), (Res>C)， 

其 中 f(0) = lim f(t). 
证 明 ， 由 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 几 分 部 积分 得 到 ; 

caro)= [font 


fe + [roe-ar 
o 
由 于 f(D < Mect, 所 以 当 Res > C 时 ， 
|f(We-"*|< Me-(Ber O30 (t+0%0). 
从 而 CLA GD] = s LC[f (82)] = 了 (0)。 口 
注 : 人 在 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 中 ， 我 们 要 求 f(t) = 0, 当 t < 0 时 。 然 而 对 许多 的 数 在 
t 一 0+ 时 ， 不 为 零 ， 在 上 = 0 处 不 连续 ， 或 在 通常 意义 下 也 不 可 导 ， 为 了 使 问题 处 理 起 
米 能 够 较为 简便 ， 根 据 实际 应 用 中 的 习惯 ， 我们 就 认为 
1(0) = lim, ff7"(0) = lim, 1 (0). 
于 是 利用 与 性 质 5.3 相关 似 的 证 明 方法 ， 可 以 得 到 
推论 5.1 设 LC[f(t)j]]=F(s). 车 f(t) 在 (0,+oo) 内 n 次 可 导 , 且 f(*)(0) = ,lm f(t) 
(大 三 0,1,… ,n 一 1) 存在 。 设 fn)(t) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 性 定理 的 条 件 ， 则 
CFO] = "Fls) — 8°71f(0) = — FY(0). 
特别 当 f(0) =…=f"-D(0) 时 ，L[fY()] = s"F(s) (Res > C)。 
例 5.4 已 知 Llsin Kt] = ,其 中 天 (开关 0) 是 实 常数 ， 求 Llcos K4]. 


页 十 Ka， 
解 : 由 于 cos Kt = (让 sinK4)， 所 以 


Llcos Kt]= 1 Ll(sin Kb 


= 去 (eCEinkg- sin Kt|,_o) 
s K 5 
FR H+ Ws>0. 


性 质 5.4 ( 积分 性 质 ) 
四 设 CUOI= FW), gt) = | race 
CoD]= 二 F()，， Res>C. 
~ a 
(2) 设 L[f(t)] = F(s), 且 积分 | F(OdE= lim | 下 (6)d5 收 化 ， 则 


<[ 阳 ] = | reas (Res > C). 


证 明 : (1) 由 于 在 f(t) 的 连续 点 处 有 gb = fb, 县 了) 的 间断 点 不 影响 它 的 定 积分 值 ， 
所 以 
Fl(s) = CL[f(t)] = Clg"(t)] = s Cg(t)] ~ g(0), 
即 
Clg(b] = £8, Res > C。 
(2) 根据 拉 注 拉 斯 变换 的 定义 ， 我 们 有 


[EE | esa | rae. 


o 
+o0 
由 于 在 Re 上 >C 内 ， |7(be- 二 < Me-(es-Ch 故 | jbe 环 dt 人 在 Reg>C 内 内 
0 
闭 一 致 收敛 ， 于 是 


| ou 三 td€ 
-三 [iou 


= | 三 瑟 。u=c[ 凶 | 


0 


六 reus 


口 
+ooe at _ ok 
例 5.5 计算 积分 | 2 db (a, b> 0). 
0 
解 : 由 于 
Lle-* 一 e- 的 = Lle-"]— Lle- 的 
< 1 
sta s+b’ 


故 由 性 质 5.4 (2) 得 全 


e-at 一 ee 一 外 hy 1 1 E+a 
C 过 加 
| t | s+a s+b a neers 
。 


im in L+all nse Insetb 
Eee 1+b/E s+tb sta” 


邯 


+eo e-at _ @—bt 
| e a stb 
0 t s+a 
令 s=0, 则 有 
+o0 eat _ ec- 
| ee -dqt-nt. 
ft a 


性 质 5.5 ( 位 移 性 质 ) 设 CU(D] = F(s), 则 
Lle“*f(D)]=F(s-a), (Re(s—a)>O). 
证 明 ， 由 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 可 得 


+o0 


Lle "f(D)] = | ertflt)e-stat 


0 
+ 

| f(t)e-(s-otdt 
0 


=F(s-a) (Rels-a>C)。 


口 
性 质 5.6 ( 延迟 性 质 ) 设 L[f(t)] = F(s), 则 对 任 一 正 数 如 , 有 
Llult ~ to) f(t—to)] =e-*oF(s), Res>C, 
这 里 u(t) 是 单位 阶 跃 函数 ， 即 ult) = 1,t > 0; u(t) =0,t < 0. 
证 阴 : 由 拉 泗 拉 斯 变换 的 定义 
chale =i)= | tt) ft)e "de 
+oo 
本 | f(t—to)e"dt 
to 
十 oo 
(r=t-to) = | f(r)e-sr+todr 
0 
=e-t LC[f(t)] 
口 


此 性 质 表 明 : 若 函 数 f(t) 开始 取 非 零 值 的 时 刻 t = 0 推迟 到 t = to, 则 所 得 函数 
u(t 一 to) f(t 一 to) 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 内 子 es 。 
例 5.6 设 刀 >0, 求 Llu(t 一 to) sin(t 一 to)] 及 求 Clsin(t 一 to)]. 


解 : 由 性 质 5.6， 


Clelt 一 to) sin(t — to)] =e "Llsind] = 二 


二 


et, (Res> 0), 


eS 


由 于 sin(t 一 如 ) = sint costo 一 sinto cost, 故 由 性 质 5.1, 得 


Llsin(t 一 如 )j] = (costo)Clsint] ~ (sin to)L[cosd] 
_ cos 如 _ ssinto 
+1l 1 
由 例 5.6 可 以 看 出 ， u(t 一 to) sin(t 一 如 ) 与 sin(t 一 如 ) 是 两 个 完全 不 同 的 哺 数 ， 因 此 
人 在 用 延迟 性 质 时 ， u(t - 如 ) 是 不 能 够 丢掉 的 。 
性 质 5.7 ( 初 值 性 质 ) 设 f(t) 在 [0,+o0) 内 可 微 而 且 1'(t) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 性 定 
理 的 条 件 . 设 L[f(t)] = FF(s), 则 


f(0) = lm sF(s). 


Res > 0。 


证 阴 : 设 f'(t) 的 增长 指数 为 C, 且 G(s) = CIf(b, 则 


leol=| | ros- als | wole-ldt 
+oo M 
Ct -RelWtqs es M _. 
< | MeCte dt= ES 
从 而 。 jin， G(G) = 0。 另 一 方面 ， 由 性 质 5.3 可 得 : 
G(s) = Cf(D] = s Fs) ~ f(0), 
uh 0 o 


性 质 5.8 ( 终 值 性 质 ) 设 f(t) 在 [0,+o0) 内 可 微 ， 并 且 /'(t) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定 
理 的 条 件 . 设 FF(s) = LC[f(t)], sF(s) 在 包含 虚 轴 的 右 半 平面 内 解析 ， 则 


/7(Hoo) = ,lim (0) = lim s F(s). 
证 明 : 设 G(s) = LIf'( 引 。 由 丁 sF(s) 在 Re(s) > a 内 解析 (a < 0), 故 
G(s) =sF(s)- f(0)= | 了 (De dt, 
对 Re(s) > a 中 的 任何 一 点 s 收敛 ， 于 是 
ms 76) -10 = 站 70 到 ed 
芭 | ~ fat = f(+00) ~ f(0), 
Wp f(+00) = lim, f() = lin s F(s). 品 


例 5.7 已 知 Fls) = C[f(b] = 地 >0), 求 J(0) 和 f(+o0). 


解 : f(0) = lim, sFCs) = 二 


ni s+a 


f(t+00) = lim s F(s) = lim os 


=0。 
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由 于 Cle 中 = 一， 故 f(t) =e- 显然 ，f(0) =1, J(+x)=0。 
s+a 
注 。 。 在 过 用 性 质 5.8 时 ， 必 须要 判断 性 质 中 的 条 件 是 理 满足 。 比 如 对 F(s) = 二 ， 
sF(s) 在 虚 轴 上 有 奇 点 s = 因此 不 能 对 F(s) 运用 性 质 58 。 尽管 lim sF(s) = 0 但 
由 于 
Lind = 二， 
即 f(t) = sint, 故 dm 7(D) 不 存在 ， 而 不 是 0。 
由 例 5.7 可 以 看 出 ， 性 质 5.7 及 性 质 5.8 使 我 们 只 要 根据 已 给 出 的 像 抑 数 F(s), 就 可 
以 求 出 像 原 了 数 (0) 的 初 值 和 终 值 ( 即 稳定 状态 下 的 数值)， 而 不 必 求 f(b) 本 身 。 这 在 1 
称 技 术 的 某 些 问题 的 处 理 上 是 赣 常 有 用 的 。 
设 万 (0， 记 (0 在 (-o0,0) 内 为 零 。 含 变 披 上 的 积分 
t 
| ampe-nar 
称 为 户 ( 与 户 ( 的 卷 积 函 数 (或 简称 卷 积 ), 记 为 f1(t) * fo(t)。 
性 质 5.9 ( 卷 积 性 质 ) 设 1(t), f2(t) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 的 条 件 ， 则 
CIA * falt)] = LD CA 人 、 
证 明 ，。 由 假设 条 件 可 知 ， 户 (0 * 所 (9 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 的 条 什 ， 改 


tm 
LD) * fl) = | [请 Oo*PO]e-“dt 


十 oo t 
= | | hope-aa 中 ae 
0 


这 个 累 次 积分 可 以 看 成 是 二 -7 平面 上 (图 5-1 所 示 ) 区 域 ( 斜 
线 部 分 ) 上 的 一 焉 积分 。 
由 于 此 一 重 积分 绝对 可 积 ， 所 以 可 以 交换 积分 次 序 ， 邯 


和 
cnxpO= | hoar| pc-nerod 


图 5-1 


+oo +oo 
(t-7=u) = | fi(n)dr | falwWe “edu 
o 0 
=L[f1(t)] Llf2(D)]. 
口 
拉 普 拉 斯 变换 的 卷 积 性 质 在 求 像 原 函数 及 积分 方程 (参见 第 十 章 第 一 季 的 有 关内 容 ) 
等 一 些 方面 还 有 许多 应 用 。 
32 

例 5.8 求人 | 
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解 : 由 于 
82 5 号 


FPO- rl Ti 


而 Llcos4] = 故 由 性 质 5.9， 


Cas 
£71| | = 08txoost = | eosr eoste = Dadr = S(teost + sind), 
(s+ 1D)? 0 2 


85.2 ”傅立叶 变换 


一 、 傅立叶 变换 的 例子 
企 《高 和 数学 ) 成 《数学 分 析 ) 中 ， 我 们 已 经 学 过 ， 沼 基 涩 (0) 注 起 和 和 更 
条 件 时 ， 就 可 以 展开 为 传 立 叶 级 数 。 具体 米 说 设 f(D) 是 周 其 为 了 有 在 [一 也 ,也 ] 上 注 
足 儿 利克 当 条 件 的 函数 ， 则 
10= DD cue 


其 中 
入 
Gn 去 | n=0, +l, +2, … 
于 是 ， 
i 和 了 
fl) = 示 > | :rose at ei (5.1) 


对 于 非 周 期 消 数 A 我 们 可 以 认为 它 是 某 个 以 T 为 周期 的 周期 国 数 友 (t) 在 了 一 
2r 


+oo 时 的 极限 。 令 mm= 焉 mw Aw=n -wni= 
$lwn) 三 wo | 
own) 一 7T)e dr。 
一 到 工 
则 当 了 一 +oo 时 ， Aw 一 0, 于 是 根据 (5.1) 式 得 到 


oo 要 
f(t) -mv 支 二 | | os eisnt Aw 
忆 Jo 到。 > bwn)ei tA (5.2) 
再 由 (5.2) 式 及 广义 积分 的 定义 ， 可 得 
十 oo 十 oo 
f(t)= 去 | [ea] eivtdw。 (5.3) 
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(5.3) 式 是 修 周 期 隐 数 f(t) 的 傅立叶 积分 公式 。 我 们 应 该 注意 到 (5.3) 的 推导 只 是 形 
式 上 的 , 它 忽略 了 一 些 等 式 成 立 的 条 件 。 上 下 面 的 傅立叶 积分 存在 定理 则 保 让 了 (5.3) 式 能 
够 成 立 。 只 体 结果 如 下 : 
傅立叶 积分 存在 定理 设 f(t) 在 (-co, +o0) 内 的 任何 有 限 区 域 上 满足 狄 利克 雷 条 件 且 
+o0 
| If(Dldt < +o0, 则 


Pt 


f(t) t 为 连续 点 
f+)+f(t 一 0) 1 为 间断 点 ” 
点 
根据 (5.3) 式 , 令 
十 oo 
FL = | f(t)e-ivtdt = F(w), (5.4) 
i 
Fr]= 去 | Fl(w)e'“tdw, (5.5) 
(5.4) 式 称 为 f(t) 的 傅立叶 变换 ， 下 (w) 称 为 f(t) 的 像 阔 数 ; (5.5) 式 称 为 F(w) 的 


由 傅立叶 积分 存在 定理 可 知 ， 当 f(t) 满足 傅立叶 积分 存在 定理 的 条 件 时 ， 下 [fb]， 
TFI[P(w)] 部 存在 ， 而 电 
t 为 连续 点 


f(t) 
FF(W)) = -= 
Le)] {oo 4 间断 点 。 


2 


0<t<l， 
mo- 
0 1 


例 5.9 求 函数 


的 傅立叶 变换 ， 并 求 站 av 的 值 。 
o ww 
解 : 由 传 立 叶 变 换 的 定义 得 : 


1 iw Pp 国 
FA = | ae= 2 = -i . Ce = Fw). 


义 由 F(w) 的 傅立叶 逆 变换 公式 得 
FY 
-IF(wj] = -去 | (党 ti ees 


w 
ee 
1 
=43 t=0,b 
0, t>1。 
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令 t=0, 则 有 
好 


例 5.10 求 指数 衰减 函数 


一 Bt 所 
mo t>0(8>0), 
0 t<0 


te 
的 傅立叶 灾 换 ， 并 求全 守 二 和 于 dt 的 值 


解 ， 显然 f(t) 满足 傅立叶 变换 存在 的 条 件 ， 故 
+ 


FI/( = Flw) = | JUOerietdt 


+oo jr 
=| e-ete-ictdt = ~ er-(B+tiw) 
0 B+iw lo 
__1 _p-iv 
B+tiw P+wi® 
由 于 
8 
F-1[F(w)] = 3 1=0, 
从 t<0， 
并 县 另 一 方面 


十 ec 4 
FP)= 去 | Fi eictdw 
Tw 


1 j= Beoswt + wsinwt i J Bsinwt — wcoswt 
= w+ a 
3 P+w? 3 B+w: 


而 前 一 项 中 的 被 积 函 数 为 偶 效 数 ， 后 一 项 中 的 被 积 郊 数 是 奇 朱 数 ， 故 


Te-a， t>0, 
I BeosBt + wsinwt 


dw 


A 
2 
0 


二 、 傅 立 叶 变 换 的 性 质 


在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 假定 圾 数 f(t) 满足 傅立叶 变换 的 条 件 。 
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性 质 5.10 ( 线性 性 质 ) 设 所 (ww) = [及 ( 绅 , Fz(w) = 开户 (KK 为 两 个 复 常数 ， 则 
FKLN(t) + Kafa(t)] = 天 Ri(w) + KzFa(w), 
FFF (W) + KaPalw)] = KF HR (oO)] + KF! Fa(w)]. 

性 质 5.11 ( 位 移 性 质 ) 设 F[f(t)] = FF(w), 则 

(1) FIf(t 土 a)] = eweF(w), (a 为 实数 ); 

(2) F[f(t) eo = F(w 干 wo), (wo 为 实数 )。 

证 明 : (1) 由 傅立叶 变换 的 定义 ， 


+o0 


F[f(t+a)] = | f(t+ta)e-ivtdt 


oo 
(z =t 土 a) = | f(r)e-i(rrodz 


ee [rosenas 
=eHi%F(w)。 
(2) 由 傅立叶 变换 的 定义 ， 


+o0 
FLf(Detieoq = | Jetivote-iwtdt 


tf 
-=| f(t)e-ilTo0)tdt = F(w Fwo)。 
a 
口 


注 :在 信号 处 理 中 ， f(t) 称 为 连续 信号 ， F(w) 称 为 是 f(t) 的 频谱 。 这 样 ， 性 质 5.11 
(1) 就 称 为 时 域 上 的 位 移 性 质 ， 性质 5.11 (2) 则 称 为 频 域 上 的 位 移 性 质 。 
性 质 5.12 ( 微分 性 质 ) 


(1) 设 1'(t) 在 (-oo,+co) 上 存在 ， 且 在 任何 有 限 区 间 上 除了 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 
连续 , 设 my 的 一 0 则 Ff(D)] =iwF[f(D)); 


(2) 设 F(w) = F[f(j 在 (-o0,+00) 上 存在 ， 且 在 任何 有 限 区 间 上 除了 有 有 限 个 第 一 类 
间断 点 外 连续 。 设 各 F(w) = 0, 则 下 [tf(bD] = ~iF’(w). 


证 明 : (1) 由 于 |f(t)e-i*t| = 1 一 0 (lt| 一 co), 故 由 分 部 积分 法 得 到 
FU = | f(Deivtdt 


Je 


+oo +o 
十 iw | f(t)e-ivtdt 
+o0 Fs 和 
=io| (Deristdt=iwF[FGb]。 
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(2) 由 于 
去 | rwewas = 和 去 站 eremas 
= 一 itF-i[F(w)]， 
故 对 上 式 两 边 同 取 傅 立 叶 变换 ， 得 到 F'(w) = -i [tf()]。 


利用 数学 归纳 法 ， 可 将 性 质 5.12 推 | 为: 


推论 5.2 设 f(w) = FA(b]， 
(1) 设 f(t) 在 (-o0,+o0) 上 存在 ， 且 在 任何 有 限 区 间 上 除了 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 


外 连续 . 设 人 =0,k=0,1,.…,n 一 1. 则 
FIf "WD)) = (1w)"F(w). 
(2) 设 FI)(w) 在 (00,+00) 上 存在 ， 且 在 任何 有 限 区 间 上 除了 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 
外 连续 。 设 WF ) =0,k=0,1,…,n 一 1. 则 
FL" =i"F™(w). 
例 5.11 设 f(t) 是 例 55.10 中 的 指数 衰减 函数 。 求 F[(t 一 a)?f(t 一 a)], a 是 实数 。 
解 ， 由 性 质 5.11 (1) 
FI(t ~ a)?f(t — a)] =e i“ F(t)]. 
MA er 记 , 所 以 由 推论 5.2, 得 


1 (2) 2 
TEIO = (Frm) = Br 


所 以 最 终 得 到 
—iwa, 1 
FI(t— a)?f(t — 0)] = 2e [EE 


性 质 5.13 ( 积分 性 质 ) 设 g(t) = | f(t) dt, F(w) = FIf(D)]. 车 F(0) =0, 则 
1 
FD = 去 Fo). 


证 阴 : 由 于 在 f(t) 的 连续 点 处 有 g'(t) = f(t), 昌 f(t) 的 间断 点 是 第 -- 类 的 ， 不 影响 积分 


值 故 
jo 
FO)=FUO= F000)= | Wei 
We 
= g(t)eis +io| g(t)e -ivtdt, (5.6) 


二 枪 = 


又 办 为 
im 9() = , lim | rwar=0 
+ +o0 
wm.oo= | 0at= | fedt=FO)=0， 


故 由 (5.6) 式 得 到 Fo(b] = 二- Po)。 品 
在 拉 普 拉 斯 变换 中 ， 我 们 已 经 介绍 了 两 个 疾 数 企 [0,+o0) 上 的 卷 积 的 概念 。 现 在 ,我 

们 米 对 … 般 的 可 积 消 数 给 出 卷 积 的 定义 。 

定义 5.2 设 用 (t), f(t) 在 (~oc,+o0) 上 有 定义 。 若 广义 积分 


+ 


上 (7) PT7)d7 
收 伊 , 则 称 此 积分 为 用 (t), f(t) 在 (00,+00) 上 的 卷 积 , 记 为 用 (t)* 久 (t) (或 用 *f2(t))。 
容易 让 明 : 
命题 5.1 设 f1(t), fo(t), f3(t) 满足 傅立叶 变换 存在 的 条 件 ， 则 
(1) f(D * flt) = falt) * f(t); 
(2) [fi(t) * fa(t)] x f3(t) = f(t) * [fa(t) * f(t]; 
(3) fi(t) [fa(t) + fa(t)] = f(t) # falt) + f(t) x fa(t). 
下面 ， 我 们 考 虚 消 数 傅立叶 变换 与 晴 数 卷 积 的 关系 。 我 们 有 : 
性 质 5.14 ( 卷 积 性 质 ) 设 Fj(w) = F[f;()], 7 = 1,2, 则 
(1) FIA(D) * f(D)] = Fi(w) Falw); 
(2) FLA(t) f(t)] = 0 * 及 人) 
证 明 : 我 们 仅 让 明 (1), (2) 的 证 明 与 (1) 相 类 似 。 由 卷 积 的 傅立叶 变换 的 定义 ， 
+eo 
FAOxAOl= | (Df)) eat 


+o0f 【+oo 
= | 上 rnp nr] ea 


+o0 Ho 
( 交 扫 积分 次 向 = | nor| | ht-nema| 


+ 


(由 位 移 性 而 = | Arje-R(odr 


= Fi(w) Fa(w). 


例 5.12 设 有 函数 
->0， int， 0<t< 工 ， 
fi(t) = t ,f(t)= A 
0, t<0. 0, 
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求 FIfO* f(D 及 (FLA * FL ) (0). 


解 由 于 
Ri) = FO = Ti 
Fl) = FIROI= EO— 
所 以 
1 一 iwe- 季 > 
FAD * fl) = Fo) Plo) = ry 
注意 他 
| 
er-tsint 0<t<, 
f(D) fal) = { 2 
0, t<0,t> pa 
所 以 


手 2 je (tiw) 
FRO RO = [esintedt= 二 ， 
从 而 由 性 质 5.14 (2), 得 


2 1 Ne 一 (1+iw) 各 
RFR) =2r 1 Qt)e 


1+ (1+iw)? 


85.3 广义 函数 的 积分 变换 


在 许多 物理 现象 中 ， 除 了 有 一 段 时 间 间 隔 内 分 布 的 物理 量 外 ， 还 常会 出 现 具 有 一 种 
脉冲 特征 ， 在 某 一 瞬间 出 现 的 物理 其 ， 例 如 瞬间 作 几 的 冲 市 力 ， 瞬间 电流 ， 姐 时 电动 势 
等 。 这 些 瞬 时 的 物理 其 是 经 常 遇 到 的 ， 要 研究 它们 就 会 涉及 到 下 面 要 介绍 的 单位 脉冲 的 
数 ， 即 6- 函数 。 


一 、 人 -函数 的 定义 


例 5.13 在 电流 为 零 的 电路 中 , 从 时 刻 t 二 to 
到 如 +e, 通 入 一 个 单位 电量 的 天 形 脉冲 ， 并 
设 其 电流 强度 为 6.(t 一 to), 则 有 


1 

we to<t<tote 
lt—to)=4e oe 

0 t<to,t>to+e 


{ 如 图 5-2 所 示 )。 
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当时 间 间 隔 e 一 0+ 时 ， jett - to) 的 极限 状态 就 可 以 看 成 在 瞬时 t = to 通 入 单位 
电 基 所 产生 的 电流 。 企 电路 分 析 中 ， 称 这 个 极限 电流 为 作 几 在 时 刻 t= to 的 单位 脉冲 出 
流 ， 称 这 个 极限 状态 的 汤 数 为 单位 脉冲 隆 数 ， 好 5- 函数 ， 也 称 为 狄 拉克 (Dirac) 函数 ， 
记 为 6(t 一 to)。 

严格 米 说 ， 6(t - to) 不 是 通常 意义 上 的 函数 ， 因 为 


+20 


i - 
| se-wu= Im attar=, 
而 6(t 一 to) 本身 可 看 作 
6(t to) = 位 t= to, 
0， t#to。 
因此 ，6(t 一 to) 古 属 于 一 类 新 的 的 数 , 称 为 广义 函数 。 这样 , 极限 5(t 一 如 ) = 二 6e(t—to) 
也 不 起 通常 意义 下 的 限 数 极限 ， 称 之 为 广义 极限 。 现 在， 我 们 对 这 个 极限 米 加 以 描述 。 


定义 5.3 若 对 任何 及 上 的 无 限 次 可 微 且 满足 {t€ R | f(t) 夫 0} 包含 在 某 个 有 限 区 间 的 
函数 f(t) 都 有 
+o0 二 2 
lim, | sew /10dt= [seid 
则 称 dm 6.(t ~— to) = 6(t — to). 


+ 


命题 5.2 设 f(t) 是 (00,+o0) 上 的 无 限 次 可 微 函 数 ， 且 | IfiDldt< +o0, 则 


+o0 


[ lt —to) f(t) dt = f(to). 
证 明 : 由 定义 5.3， 
+ + 
| st-oyodut=m | 6c(t —to) f(D) dt 


0+ 


= lim | L/Ddt 
= 
口 
命题 5.2 可 以 给 出 Dirac 郊 数 a(t 一 如 ) 的 一 个 等 价 定义 ， 并 由 此 我 们 可 以 对 -- 般 的 
广义 陶 数 在 数学 上 加 以 严格 的 定义 。 
二 、 广 义 函 数 的 定义 
1. 广义 函数 的 概念 
为 了 引进 广义 消 数 并 且 要 使 它们 与 通常 的 肖 数 内 有 相 类 似 的 性 质 ， 我 们 首先 要 建立 
基本 却 数 空间 的 概念 。 


二 本 


定义 5.4 设 刀 是 (一 co,+oo) 内 无 限 次 可 微 , 且 在 某 一 个 有 限 区 间 以 外 为 零 的 函数 全 体 . 
按 通 常 的 函数 加 法 和 数 乘 ， 也 成 为 线性 空间 . 设 刻 , f ED. 若 
(1) 存在 一 个 有 限 区 间 [4s 可, 使 得 当 zy 相 时， f(D) =0, n=1,2, 
(2) 对 每 个 非 负 整数 p, jj)(t) 在 (0,+o0) 内 一 致 收效 于 FIP)(t)， 
则 称 所 在 DD 中 收效 于 六 记 为 万 太 

线性 空间 D 按 此 收敛 意义 构成 的 空间 ， 称 为 基本 活 数 空间 ， D 中 的 销 数 称 为 基本 
销 数 。 

若 将 上 述 的 (-o0,+o0) 换 成 [0,+oo), 则 按 上 述 方法 可 同样 定义 基本 的 数 空间 Pi 。 
定义 5.5 设 忆 是 D (或 D1) 到 复数 域 C 的 映射 ， 并 且 满足 条 件 
(D FU 请 + Ra) = KIF( 帮 )+KzF( 所 ), 其 中 Ki, Ks 是 复 常数 ， 万 ， 户 ED( 或 Di 
人) 对 于 fjojiPcD( 或 Dh), 及 JED( 或 DD), 当 万 ? 盛 P 7 时，FUn FU) 
则 我 们 称 下 是 一 个 广义 函数 。 

以 了” (或 Di) 表示 满足 定义 5.4 条 件 (1) 及 (2) 的 映射 全 体 。 由 定义 5.4 及 命题 5.2， 
Dirac 明 数 6(t 一 to) 就 可 以 表示 为 

ilf)=/(t0), feD. 

这 样 ， 我 们 可 将 定义 5.3 换 成 一 般 的 广义 函数 收敛 的 概念 ， 内 体 如 下 : 
定义 5.6 设 {Fi} CD" (或 DI), ED", (或 Di),T 趋 于 0 或 0。 我 们 称 本 收敛 于 
下 ( 当 F 一 0 或 oo) 若 对 任何 feED( 或 D1), Fr(f) 二 FF(f). 


2 广义 函 效 的 导数 
设 7(b) 起 逻 续 可 微 汪 数 ，o Ee D, 则 
rw= | /Oona 
定义 了 一 个 / 义 肖 数 。 由 于 
Po)= | 


+eo +o0 


rodat= | yoaeg 


=1000] -| sorodt 
tm 


= | f(t) ot) dt, 
所 以 ， 如 果 将 FF 的 导数 F' 对 应 为 f(t) 的 话 ， 则 
F'(¢) = —F(0). (5.7) 


(5.7) 式 局 示 我 们 ， 应 该 如 何 米 定义 广义 函数 的 导数 。 

定义 5.7 设 政 是 D (或 D1) 上 的 广义 函数 ， 则 已 的 导数 Fr' 定义 为 F'(6) = 一 F(o))， 
YED (或 D1)。 
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由 定义 5.7, 我 们 可 以 定义 FF 的 任何 阶 导数 FW 为 
FG)=(-D)"F(0"), 9eD( 或 Ph)，nm>1。 
例 5.14 设 


1 
u(t) = 
0, t<0. 


ult) 在 t=0 处 不 连续 ， 故 在 上 = 0 没有 导数 ， 但 它 作为 广义 函数 
+00 


+o0 
Fu($) = | ult) b(t) dt = | pt)dt, VoeD. 
却 有 广义 导数 
+o0 
Fl(9)= -Fu(9)=— | P(t) dt 
0 
+o0 
= -|, = 0(0) = 60(0) 
Bp w(t) = 6(t). 
在 引进 广义 孙 数 时 ， 我 们 还 希望 对 求 导 运算 与 极限 运算 可 以 任意 交换 顺序 ， 对 此 有 
述 命题 
命题 5.3 设 {Fr}CcD" (或 Di),FED" (或 Di), 且 Fr 二 F, 则 Fi 下。 
证 了 明 : pp € D, 则 由 广义 函数 导数 的 定义 可 得 
Fr(9) = -Fr(9) = F(0) = —F; (9) 


三 、 广 义 函数 的 积分 变换 
由 于 在 经 典 的 傅立叶 变换 中 ， 有 这 样 一 个 等 式 ， 即 


+o0 


+oo 
[raolawao= [A FU a. 


这 个 等 式 启 发 我 们 应 该 如 何 来 定义 广义 函数 的 傅立叶 变换 及 拉 普 拉 斯 变换 。 
定义 5.8 设 EeD"* (或 DY), 则 下 的 传 立 叶 变 换 F[F] ( 或 拉 普 拉 斯 变换 CLF]) 分 别 定 
义 为 
FIE](O) = F(FIo()), YoeD， 
LIF](G) = FC), voeD. 
严格 地 讲 ， 定 义 5.8 不 是 太 严密 的 ， 这 是 因为 Fg] (或 L[9]) 不 在 卫 (或 Zi) 中 。 但 
我 们 可 以 将 F 的 定义 范围 作 适 当 的 延 拓 ， 使 之 分 别 包含 FIg] 及 Lg]。 
现在 我 们 看 一 下 广义 隔 数 的 傅立叶 变换 定义 用 在 通常 函数 上 是 否 与 原 米 的 傅立叶 变 
换 一 致 。 
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设 Hg 在 (ao, +eo) 上 满足 傅立叶 变换 存在 的 条 件 ， 风 
FI]= 站 osrear 
设 f(D) 所 确定 的 广义 明 数 下 为 
F(9)= [rowoas 人 ED。 
则 
F110 = F000 = 人 Anzeolnar 


jo owerad]ar 
= [var | 


= | F[f NE olt) dt 


本 是 FIF] = F[f(O)]. 
广义 消 数 的 拉 普 拉 斯 变换 运用 于 普通 消 数 时 ， 也 是 通常 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 我 们 在 这 
里 就 不 作 进一步 的 讨论 了 。 
下面 我 们 米 看 与 Dirac 肾 数 有 关 的 一 些 消 数 傅立叶 变换 及 拉 澡 拉 斯 变换 。 
例 5.15 证 明 : Fl6(t 一 10)] =e-ite%, F[1] = 2rg(w)。 
证 明 : 由 于 bto(o) = 9(to),Y ED, 故 
FLOt — to)](0) = F610](9) = 下 [oj(to) 
= [eee 
从 而 F[6(t -to0)] = eTitoe。 令 to=0, 则 [5(0)] =1。 
对 任意 9 € 了， 
+o0 +o0 
FID](b) = | _ FN ar= 属 FIe(t](w)eio*dw 
(用 傅立叶 逆 变 换 ) = 2rb(0) = 2rrio(g)， 
所 以 fF[1] = 2r5(w)。 
例 5.16 求 LC[6(t 一 to)], CI 一 如 )]。 
解 : 设 fe D1, 则 6(t 一 t0) 可 定义 为 64o(f) = /Flto)。 于 是 
oo 
Ll61(f) = oi, -tot dt, 
fol) = (eVON) = | roOe-edt 


Mp L610](s) = ets, to =0 时 L(t)] =1, 
< 本 


对 任意 f e Di, 由 定义 5.7, 定义 5.8 得 


J) = 可 (2 = -6%( 太 <U00)) 
-i (~ CFD) 
| f(t)e-ttdt, 

0 


于 是 ， 我 们 认为 CI64,] = se -ee。 


1. 


vt 


习题 五 
求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 
2 sint 0<t< 工 
(D) J(D=4-3 2<t<4 (2)7G= WE 
Cost 先生 
0 t24 2 
. 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 ; 
(1) cos 再 (2) e-tsint; (3) (一 12 


(4) sin?t; (5)#?coskt; (6) te2tcos3t。 


， 利用 像 函数 的 积分 性 质 ， 计 算 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 : 


Sin kt e-tsint ‘ersint 
Dr He (0) |, pe 


. 求 下 列 积分 值 : 
+00 0 -2t _ -3 +% Es 
(1) | ds 二 | es 
0 t 0 t 
+o0 0 -2t 十 oo 
(3) | 2 d (4) | et(t3sint)dt. 
0 0 
. 求 下 列 函数 的 傅立叶 变换 : 
0 te —l 
1 一 妇 ti <1 -2 -ll<t<0 
(W /0 = WE1, (9 y= 
0 由 >1 1 0<t<1 
0 t>1 
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6. 求 下 列 函 数 的 傅立叶 变换 ， 并 证 明 所 列 积分 的 等 式 : 
Ae-Bt t>0 (4>0,8>0) 
(1) f(t) = { ; 
0 t<0 
met tit>0 


请 和 > + wsinwt 
dw= 


0 P+ 


© wd 


人 请 Hs 
0 DE 


全 
| di 3sint 四 < 
9 1 0 全 > 


(3) f(t) =e 31, 8 > 0, 
。 历 T= 
7. 求 连续 函数 的 傅立叶 变换 ， 其 由 晴 > 0， 6b 实数 。 


Ds 
) re: rr 


+00 ~ 
| oe wt TB 


8. 求 下 列 的 数 在 [0, 十 oo) 上 的 卷 积 ， 并 求 它们 的 拉 普 拉 斯 变换 ; 


(1) txt; (2) tx sint。 


9. 设 
人 
f(D) = { 0 
让 0 t<0 0 


求 及 (t) * fo(t) 及 FLA(t) * fo(t)]. 
10*. 求 下 列 函 数 的 傅立叶 变换 ， 
(Dt; (2) sin?t; (3) u(t)eit, 


n 
0<t<= 
和 


A 
t<0,t>3 


在 这 一 章 中 ， 我 们 首先 引进 扳 立 奇 点 的 概念 ， 然 后 建立 抓 立 奇 点 的 留 数 计 算 公式 ， 
最 后 将 留 数 计算 公式 应 用 于 一 些 实 变 堪 抑 数 的 积分 计算 及 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 计算 。 


86.1 ”孤立 奇 点 的 分 类 


通过 第 四 章 的 学 习 ， 我 们 已 经 知道 了 一 个 在 环形 区 域内 解析 的 了 数 一 定 可 以 展开 成 
阁员 级 数 的 形式 。 像 这 种 在 环形 区 域内 解析 的 隆 数 是 很 多 的 ， 比 如 


1 
f(z:)= Ss 
等 ,对 f(s) = 二 米 涪 :==1 是 奇 点 ， 但 这 个 奇 点 丰 很 倒立 的 ， 也 就 是 说 ， 一 在 除 
z = 1 这 点 以 外 的 所 有 点 处 都 是 解析 的 。 像 这 种 类 型 的 奇 点 ， 我 们 称 之 为 抓 立 奇 点 ， 它 的 
准确 定义 如 下 : 
定义 6.1 设 z=z0 是 w= f(z) 的 奇 点 。 若 存在 某 个 6 > 0 使 得 f(z) 在 0<|z 一 zo| <5 
内 解析 ， 则 称 20 为 f(z) 的 孤立 奇 点 。 

但 是 我 们 应 该 注意 到 ， 对 某 些 f(z) 米 说 ,它们 可 能 有 不 是 法 立 点 的 奇 点 。 
例 6.1 f(z) = -的 奇 点 为 >= 0 及 驮 = 居 .= 十] 二 2 因为 dim 纹 =0, 所 
sin 一 上 本 
以 0 就 不 是 f(z) 的 孤立 点 。 
现 设 zo 是 f(z) 的 扳 立 奇 点 ， 则 在 某 个 环形 区 域 0 < |z 一 zo| < 5 内 ， f(z) 可 以 展开 
为 洛 朗 级 数 


0<|lz-1<+o; 1(2) =sinl, 0 < |z| < +oo 


f(z2)= on(z — 20)"。 (6.1) 


根据 (6.1) 式 中 的 负 守 次 项 是 有 限 个 还 是 无 限 个 ， 我 们 可 以 给 出 扳 立 奇 点 的 分 类 如 下 : 

定义 6.2 设 > = zo, w = f(z) 如 上 所 述 而 {fanj+z 为 (6.1) 式 中 的 复数 列 。 

(1) 若 a-n =0, n=1,2,…, 则 z0 称 为 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 

(2) 车 {Qn 不 为 零 的 项 只 有 有 限 项 而 且 存 在 自然 数 m 使得 a_m 关 0 且 as = 0， 
Yn>m, 则 zo 称 为 f(z) 的 极点 而 m 则 称 为 极点 z0 的 级 ; 


吉本 


例 6.2 设 f(z) = st 则 z=0 是 f(z) 的 孤立 奇 点 。 由 于 


三 


sinz=z 一 可 + 一， |z| < +oo， 
故 
2 4 
f(z2)=1- 古 + 宙 一 …. 0<lz|<+o% 
31 5 


于 是 z=0 就 是 f(z) 的 可 去 奇 点 。 
f(z)= 去 的 孤立 奇 点 :一 0 是 f(z) 的 二 级 极点 。 
对 f(z2) =et 来 说 ， 由 于 


1 
1- 二 而 二 0<|zl < +oo 


故 z= 0 就 是 f(z) 的 本 性 奇 点 。 
有 时 对 某 个 具体 的 数 米 说 ， 人 在 求 它 在 某 个 狐 立 奇 点 的 洛 庆 展开 式 比较 困难 时 ， 我 们 
也 可 用 下 面 的 命题 米 判断 该 奇 点 是 什么 类 型 的 ， 而 它 的 让 明 可 以 很 容易 地 从 定义 6.2 导 
出 。 
命题 6.1 设 z= zo 是 /(z) 的 孤立 奇 点 。 则 
(1) zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 当 且 仅 当 Jim 7(2) 存在 ; 
(2) zo 是 1(2) 的 极点 当 且 仅 当 Jim f(z) = so; 
(3) z0 是 1(2) 的 本 性 奇 点 当 且 仅 当 lim f(z) 不 为 无 穷 也 不 存在 ， 
对 于 极点 的 级 的 判断 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 6.1 设 名 是 f(z) 的 极点 ， 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) zo 是 f(z) 的 级 极点 ; 
(2) 存在 zo 的 菜 个 邻 域 U(z0) 内 的 解析 函数 h(z) 使 得 


hs) 
Mn) #0, f(0) = 下 二 2 


(3) 在 补充 定义 g(z) = 志 在 := zo 处 为 堆 后 ， 20 是 g(z) 的 nn 级 替 点 。 


证 明 : (1) 节 (2) 由 定义 6.2 (2), 存在 a-n 关 0, n > 1 使 得 


f(2) =a_n(2 ~ 2z0) "+ +ai(2—20) 1+a0+:.……, 0<|:—zol<6。 


(6.2) 


天 
hz) = a-n 十 … 十 q-i(z 一 2)n +ao(z -20)"+.…, |:—zol<6, 


则 h(z) 在 U(z0,6) 内 解析 昌 h(z0) = am 关 0; 同时 ， 


7G= 站 人 0<|jz-zol<5- 
(2) 坟 (3) 由 (6.2) 式 ， 
4 = 0" ol < 
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故 由 解析 消 数 零点 的 级 的 定义 ( 见 84.5) 可 知 ， zo 是 g(z) 的 n 级 零点 。 

(3)=(1) 由 加 6.1 (2), lim f(z) = oo， 故 在 zo 的 某 个 去 心 邻 域 U( 吉 ,6) 内 f(z) 关 0。 
了 是 g() = 7 在 Un 内 解析 而 且 ao 为 g(z) 的 可 去 奇 点 。 由 于 Ja g(c) = 0 故 
可 定义 g(z0) = 一 

因为 z 是 的 m 级 零点 ， 所 以 存在 U(zo,6) 内 的 解析 消 数 %(z) 使 得 %zo) 关 0 
且 g(z) = (z 一 zo)"g(z)。 从 而 ， 


f(z)= Ei 0<lz 一 zol< 0。 


而 


最 后 ， 利 用 一 一 而 人 在 zo 处 的 泰勒 展开 式 ， 我 们 就 能 得 到 结论 。 口 


过 十 z 十 2 2 
例 6.3 设 /= 世 Ee 光 由 于 当 z =i 或 -2 时， 如 十 z+2 加 不 为 替 ， 所 以 由 
定理 6.1 可 知 ，z 二 i 是 f(z) 的 三 级 极点 而 z= -2 是 f(z) 的 二 级 极点 。 
例 6.4 求 函数 

Sinz 
z(es —1) 


f(z)= 
的 孤立 奇 点 并 说 明 它们 的 类 型 。 


解 : /(z) 的 低 立 奇 点 是 z(e* -~ 1) = 0 的 根 > = zx = 2kri, 人 = 0, 二 …。 zo 使 得 f(z) 的 
分 子 、 分 侠 都 为 堆 ， 所 以 不 能 用 定理 6.1 米 判断 它 是 否 为 极点 。 现 在 ， 我 们 分 别 将 sin > 
及 e: 一 1 企 z=0 处 进行 泰勒 展开 ， 得 到 


丁 是 
二 让 
f(z)= 5 = la(e), 0 < |z| < +oo 


而 h(z) 在 C 内 解析 并 且 h(0) 0， 故 0 是 f(z) 的 一 级 极点 。 
对 于 z = zx, 上 = 土 1, 土 2,…, 由 于 
ze*-l) 


1 


Fol, sz | 
而 且 
0 -0 
故 克 是 了 的 一 级 零点 ， 即 区 为 f(z) 的 一 级 极点 ， 大 = 土 1, 圭 2,…。 
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86.2 留 数 定 理 


一 、 留 数 的 定义 

设 zo 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 则 f(z) 在 0< |z - zol < 5 内 可 展开 为 治 归 级 数 (6.1) 式 
的 形式 。 由 于 (6.1) 式 在 0< |z 一 zo| < 6 内 内 闭 一 致 收敛 , 故 对 U (加 ,6) 中 任何 一 条 内 部 
包含 zo 的 简单 闭 曲 线 C, 有 


KE = an 中 c — 20)"dz。 (6.3) 


n=—o0 


注意 到 : 
| (z—z0)"dz=0, nz#-l, | (z — z0)-! dz = 27ti, 
c c 
所 以 (6.3) 式 变 为 
1 
二 =o. (6 


从 (6.4) 式 可 知 ， 在 f(z) 关于 C 的 积分 中 ，a-1 起 着 决定 性 的 作用 。 因 此 ， 我 们 对 a-1 
特 作 定义 如 下 : 
定义 6.3 设 zo EC 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ，C 是 [1( 和 ,6) 中 包含 z 的 正 向 简单 闭 曲线 ， 
则 称 积分 

1 
2 XE 


为 f(z) 在 zo 处 的 留 数 ， 并 记 为 
Res [1(z),zo] = 二 和 raz. 


由 复合 闭路 定理 可 知 ， Res [f(z),zo] 与 C 的 形状 无 关 。 


二 、 留 数 的 计算 公式 


由 留 数 的 定义 ,我们 只 要 求 出 消 数 f(z) 在 孤立 奇 点 处 的 洛 朗 展开 式 ， 就 能 求 出 f(z) 
在 该 点 的 留 数 , 但 这 样 做 一 般 来 说 是 很 麻烦 的 。 下 面 我 们 将 介绍 一 些 求 留 数 的 常用 公式 。 
命题 6.2 设 z=20 为 f(z) 的 孤立 奇 点 。 
(1) 车 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 则 Res [f(z),z0] = 0; 
(2) 若 0 是 f(z) 的 一 级 极点 ， 则 


Res{/(2),20] = lim (2 ~ 20)f(2); 


(3) 若 z 是 f(z) 的 nn 级 极点 ， 则 


1 dL 
Res [f(z),z0] = my lim 3 (2 — 20)"f(2)]; 


nl dns 
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(4) 设 f(z) = 中 ,其 中 P(z),Q(z) 在 aa 处 解析 且 P(z0) 关 0, Q(z0) = 0 GQ'(zo) #0. 


Q(z)’ 
则 zo 为 f(z) 的 一 级 极点 而 且 
_ Pl(zo) 
Res[/(2),z0] = tao)* 
证 明 : (1) 由 于 z 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 所 以 f(z) 在 z 的 洛 归 展开 式 中 不 含 负 紧 项 ， 故 
Res[f(z),20] =0 
由 于 (2) 是 (3) 的 特殊 情况 ,我 们 只 须 证 明 (3) 好 可 。 设 zo 是 f(z) 的 于 级 极点 ， 则 
(6.1) 式 化 为 
f(z)= Ey +a_(n_D(z2—z0)" t+ +a0(s — 20)"+.…]。 
于 是 
(z 一 2o)njf(z) = an 十 … 十 0-1(z 一 zo)n 1 十:…， 
从 而 
a n 
a he f(2)] = (n ~ Dla-, 
好 得 : 
Res = i fl 
[f(z),z0] = ee I gl: ~ 20)"f(2)]。 
(4) 根据 零点 级 的 定义 ， zo 是 Q(z) 的 一 级 零点 ， 故 存在 zo 的 某 个 邻 域 UV(z0) 内 
的 解析 消 数 h(z) 使 得 
h(z0) #0, Q(z) = (2 — z0)h(z), z EU(zo)。 
所 以 ，z= zo 是 
-PC -1 PCG) 
/= g6) = smn “V0) 
的 一 级 极点 ， 从 而 
a Po) 
Res[f(2),z20] = Jim,(z -20)f(2) = Ra) )° 
注意 到 @'(z) = h(z) + (z 一 20)h'(z), 故 最 终 得 到 
_ Pl(z0) 
Res[f(z),z0] = To)° 
日 
如 果 zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 我 们 只 能 采用 先 求 f(z) 在 zo 的 洛 朗 展 开 式 ， 再 求 


Res [f(z), zo] 的 办 法 。 


结合 以 上 的 留 数 计算 公式 ， 我 们 可 以 用 下 面 的 定理 米 计算 f(z) 关于 某 些 简单 闭 曲 线 


的 积分 。 


二 


定理 6.2 ( 留 数 定理 ) 设 C 是 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 . 若 f(z) 在 C 上 连续 , 在 C 所 包 图 
的 区 域 D 中 除了 有 有 限 个 孤立 奇 点 z1，,… ,zk 外 解析 ， 则 


大 
f sas = 2ni DRes[f(2),2]. 
j=1 


证 阴 ; 分 别 以 如 … ,zk 为 圆心 ,在 C 的 内 部 作 大 个 二 不 相交 的 止 向 圆周 C1,… ,Cx 
( 见 图 6-1) 。 丁 是 由 复合 闭路 定理 及 留 数 的 定义 可 知 


大 k 
| flz)dz= 和 flz)dz= 2ri DRes[f (2),2j] 
C 所 .cx 一 1 


图 6-1 
下 面 我 们 将 利用 命 题 6.2 及 定理 6.2 米 计算 一 些 积分 。 


三 、 例 题 
例 6.5 求 函数 f(z) = JG- 本 在 ?=1 及 z 二 2 处 的 留 族 并 求 积分 和 1)d= 


的 值 . 
解 : > =1 是 f(z) 的 m 级 极点 ， 故 当 m=1 时 
Res[f(2),1] = lim(z—1)/f(z2) =— 


而 当 m >2 时 
Res[f(2),1] = i ms liml( ~ D™/(a)™ 
sD 二 世 
T(z 一 2)m+i i 二 二 2 


z 三 2 是 f(z) 的 一 级 极点 ， 所 以 
Res[f(2),2] = lim(z ~ 2)f(2) = 2。 


-04= 


从 而 
yd =2ri(Res [f(z),2] + Res[f(2), 1]) 
|= 


1 m=1 
0 m>1. 


例 6.6 计算 积分 | tanzdz 的 值 。 


|= 
= 秋 z 的 极点 为 的 二 Ar 二 + 工大 = .… 由 于 

解 : tan 2 = = 的 极点 为 zk = kr 十 3' =0, +1.… 由 于 

Cosz|:=sx = 0， (cosz) = —sinz|:=:, = —1, 


所 以 2 = zi 是 tanz 的 一 级 极点 。 丁 是 ， 由 命题 6.2 (4)， 

Resltanz, a] = ty =1。 
我 们 需要 找 出 落 在 |z| < 6 内 的 全 部 极点 而 对 于 |z| > 6 内 的 极点 对 此 积分 的 计算 是 无 几 
的 。 根 据 z 的 表达 式 ， 当 大 = 0, 士 1, -2 时 ， |zx| < 6。 这 样 ， 由 留 数 定理 可 得 ; 


| tanzdz=2ri(1+1+1+1)=8ri。 
ll=6 


1 
I:l=22—1 


解 :=1 是 1(3) = 一 


由 本 z=0 是 /(z) 的 本 性 奇 点 
短 的 系数 。 注 意 人 到 


例 6.7 计算 | 


sin 工 dz。 
z 


sin 2 的 一 级 极点 ， 故 Res [f(z), 了 ]= sin1。 
我 们 要 求 出 1(z) 在 = = 0 处 的 洛 朗 展开 式 中 -1 次 


三 -(1+z 二 … 十 2 十 …) |z| < 1 


yy (ED 


+ m+ 0< |z| < +oo， 


所 以 ， 
1 


Res[/(2),0]=-(1 一 让 + 训 


—.)=—sinl, 


从 而 有 人 re dz=0。 


86.3 ” 定 积分 的 计算 


在 这 一 节 中 ， 我 们 主要 考虑 在 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 经 常 出 现 的 三 种 类 型 
积分 ， 而 这 些 积分 在 微 积分 的 领域 中 是 很 准 计算 的 ， 现 在 我 们 可 以 用 留 数 公式 米 计算 它 
们 。 

=~103= 


2 


(1) | R(cos9,sin9)d9, 这 里 R(cos9,sin9) 是 关于 sin8, cos9 的 一 元 有 理 哨 数 。 
0 


对 这 类 积分 ， 我 们 可 令 z=e, 0<0< 2r。 则 


EO ke 1 1 Ea 
cos0 = 3(2+ 53), sing = 去 人 -3)， dz=izdb。 


令 FD) = 二 RE(z+), 击 (: 一) 则 F(z) 是 有 理 二 数 而 且 
2 
| R(cos0,sin0)d0= | F(z)dz。 (6.5) 
o 1:|=1 


(6.5) 式 的 右边 是 一 个 复 变 郊 数 F(z) 关于 单位 圆周 的 积分 。 如 果 F(z) 在 |z| = 1 上 没有 
极点 而 且 加 ，… ,zk 为 F(z) 在 |z| < 1 内 的 全 部 极点 ， 则 由 定理 6.2 得 到 : 


27 大 
| R(cosb,sinb)d0 = 2ri 》 Res[F(z),z]。 


j=1 


an 
例 6.8 计算 积分 | s 


oI- oD+r dO <" < 


解 令 ==eit, 则 cosg= 了 e+ 鸭 , dz ==izd9 ,了 是 


2 1 
| TI-arco0 tr dO=™ fe ds 


fo) 三 Me 在 |z| < 1 中 的 极点 为 >= r 且 是 一 级 极点 。 所 以 ， 
1 2r 
|, To do mies f(s) = Tr 


本 
(2) | Ra r 这 里 Ra) = 如 是 有 理 孙 数 而 且 Q(z) 的 次 数 比 P(z) 的 次 数 


Q(z) 
至 少 多 2; 同时 ， Q(z) 没有 实 根 。 
我 们 以 原点 为 圆心 以 为 六 径 在 上 半 平 面 上 作 正 向 六 加 


周 Cy 并 以 L; 记 为 从 (~m0) 到 (r,0) 点 线段 (如 图 6-2 所 (2) 
型 。 取 7 充分 大 , 使 得 R(z) 在 上 半 平 面 内 的 全 部 极点 ， 也 就 A 
是 Q(z) 的 在 上 半 平 面 内 的 全 部 堆 点 都 落 在 rr = Cr + Lr 所 

轩 成 的 区 域 的 内 部 。 于 是 由 留 数 定理 得 ， Cn0) ?0 (m0) 


k 图 6-2 
| R(z)dz+ | R(z)dz =2ri 》 Res[R(z),2j], (6.6) 

所 
其 中 ，,，… ,zk 为 Q(z) 在 上 于 平面 上 的 全 部 零点 。 设 


P(z) =a0z" + a1z"™! 


Q(z) =boz™ + hz™ t+ + bm, 


十 二 om 
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匡 m 之 n+2, 则 


由 于 Jim G(z) = 多 故 存在 M > 0 使 得 |G(z)| < MM |z|=, 从 而 
M 


[RG < ,ll=7. 
了 是 
M aMf YM 
| | ra: si 


最 后 再 由 (6.6) 式 得 到 : 


+oo k 
| R(z)dzr= ,lm | R(z)d z= 2ri 》 Res [R(z),z]。 


j=1 


+ 


例 6.9 计算 积分 | Frid 
解 : 由 丁 被 积 鸭 数 为 偶 前 数 ， 故 
to 2 1 f+ 2 
| Fridr=3 | 二 id 
令 R(z) = Er 则 R(z) 在 实 轴 上 无 极点 ， 在 上 玉 平 面 上 有 两 个 一 级 极点 21 = ei3， 
z2 =ei 备 。 由 村 


2 
Res[R(), 可 = ET 

所 以 ， 
站 moa = j2xi(le-i + le- 二 )= 
CO 


Ge) 一 
子 的 次 数 至 少 多 一 次 ， 并 县 Q(z) 没有 实 根 。 
为 了 得 到 上 述 积 分 的 计算 公式 ， 我 们 需要 卡 面 的 引 理 : 
引 理 6.1 设 Cr 为 以 原点 为 圆心、 以 为 半径 的 上 半 平 面 中 的 正 向 半 图 周 ， f(z) 在 Cr 


上 连续 。 车 Jim f(2) =0, 则 


+o9 1 P(z) 要 
(3) | RUzjeierdz (a > 0), 其 中 R(z) = 了 四 是 有 理 滑 数 而 且 分 母 的 次 数 比分 


lim | f(z)ei®:dz:=0 (a>0). 


7 一 十 co 
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证 明 : 令 z = 


eig、b € [0, 州 。 由 于 Jim f(z)=0, 故 对 Ve>0, 当 |z|=7 充分 大 时， 


If <e 丁 是 


A 
| Jreie)eiarteose+ising)ireigdb 
0 


| nersad| 区 


一 和 
<re | e-arsin0 dg = 2re | ek (6.7) 
o o 


注意 他: 当 0€ [0, 引 时 ，sing > 20, 所 以 从 (6.7) 式 得 到 
EE 
| f(s)ei® | < 2re | va 0= ze0 -es< Te 
这 就 让 明了 结论 。 口 
现在 我 们 米 导 出 上 述 积分 的 计算 公式 。 设 L., Cr 同 (2) 中 的 取 法 。 取 7 充分 人 ,使 
得 R(z) 在 上 于 平面 内 的 所 有 极点 21,… ,zk 全 部 落 在 Lr + Cr 所 用 成 的 区 域内 。 于 十 ， 
由 留 数 定理 得 到: | 


| 


最 后 ， 人 在 (6.8) 式 中 令 r 一 +co, 并 利用 引 理 6.1 于 (6.8) 式 ， 得 到 : 


四 大 
Reyerds+ | RE(z)eiesdz = 2ri 》 Res[R(z)eios，z]。 (6.8) 
一 Ce 


et 


+% 大 
| R(z)eior dz =2ri DRes[R(z)ei®:, zj], 


a j=1 


Tsinr 


+oo 
例 6.10 计算 积分 | do 


解 : R(z) = 


oT-—22+2 “ 


> 一 在 上 六 平面 内 只 有 一 个 一 级 极点 


22 一 2z 十 2 
让 人 zei: 
Res [RW)e 1 +i S| 
:=1+i 
_cos1— sinl +i(cos1+ sin1) 
a 
所 以 ， 
十 oo ir 
ze 四 i 
| 二 区 ar=2manelaee , 工 十 计 
=Lleos1 ~ sin1 + i(cos1+ sin)], 
即 得 
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a 站 
dz 一 (Cosl+sinl)。 


车 在 (3) 中 ， 我 们 把 Q(z) 没有 实 根 的 条 件 改 为 。 Q(z) 在 实 轴 上 只 有 s 个 一 级 零点 
,入 而 其 它 条 件 不 变 ， 则 
十 oo 
| R(z)ei®:dz = (Dre ,二 
号 所 
六 了 Rs z)eio= J}， (6.9) 
2 乌 
其 中 ，… ,zk 起 R(z) 在 上 六 平面 中 的 全 部 极点 。 
这 个 计算 公式 的 让 明 依 赖 于 下面 的 一 个 引 理 : 
引 理 6.2 设 入 是 f(z) 在 实 轴 上 的 一 级 极点 。 以 入 为 圆心 、 以 p 为 半径 在 上 半 平 面 内 作 
一 个 正 向 半圆 周 Co. 设 f(z) 在 C。 上 连续 并 且 邻 
n= Res[f(2),A = lim(z —N)f(2), 


1 
地 [es 1 .去 > 


Sinz 


eg 
例 6.11 计算 积分 J az. 


则 


sinz 


解 : 由 于 是 偶 打数， 故 


PE +oo ， +eoeiz 
“了 szdz= 了 | sur=m|| 宇 圳 : 
oz 3) 


XR(z)= i 只 有 一 个 极点 z = 0, 它 是 一 级 极点 而 用 在 实 轴 上 ， 所 以 由 (6.9) 式 得 到 : 


coeiz 
人 dr rine [S, o = 
-oo 


8§6.4” 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 计算 * 


华 第 信 章 的 第 一 节 中 ， 我 们 讨论 了 拉 普 拉 斯 变换 的 一 些 计算 公式 ， 但 对 于 已 知 像 沿 
数 如 何 求 它 的 对 应 的 像 原 菌 数 却 示 涉及 到 ， 所 以 在 本 节 中 我 们 要 用 留 数 定理 米 给 出 求 拉 
普 拉 斯 变换 的 像 原 冰 数 的 计算 公式 
定理 6.3 设 定义 在 [0,+00) 上 的 函数 f(t) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 条 件 且 F(s) = C[F(b]。 
则 F(s) 的 逆 拉 普 拉 斯 变换 [-1[f(s)] 由 下 式 给 出 : 


UM f(t) t 为 f(t) 的 连续 点 
ry Fls)e”*ds= 
高 | {oro 4 为 f(D 的 间断 二 ”1 


07= 


这 里 的 积分 路 径 是 平行 于 虚 轴 的 任 一 直线 Re (s) = 8 > C, (6.10) 式 中 的 积分 应 理解 为 
Btioo B+ir 
| F(sjestds= lim | Fl(s)e™ds. 
有 -ioc Rh Bir 
证 明 : 为 了 方便 起 匈 ， 我 们 令 f(t) = 0, Vt € (00,0)。 由 86.1 中 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 定 
理 , 当 有 =Re(s) > C 时 ， 


+ 


| oemats so 


同时 ， f(t)e -9+ 满足 傅立叶 积分 存在 定理 的 全 部 条 件 。 所 以 ， 由 传 立 叶 积分 公式 可 得 


OD -二 | | (pe -esetee oj day 


2 
+o0 +o0 
| eivt dw | jzje-Gtio)zdz 
-00 0 


+oo 
| F(B +iw)ei*t dw, 


将 上 式 两 边 同 乘 e% 并 令 s = 8+iw, 则 上 式 化 为 


jd+O+ft-0 1 | 


7 Zi f(s)e™ ds (t>0), 


B-ioo 


其 中 的 积分 路 径 是 六 平 面 8 = Re (s) > C 内 的 任 一 条 平行 于 虚 轴 的 直线 。 口 


在 (6.10) 式 中 ， 等 式 右边 的 被 积 限 数 F(s)es 在 Re(s) > C 的 区 域内 是 解析 消 数 而 
昌 这 个 积分 的 形式 与 86.3 中 的 形式 相 类 似 ， 所 以 我 们 希望 能 够 用 留 数 公式 米 计 算 它 。 

设 81，… ,sk 为 F(s) 在 Re(s) < C 内 的 所 有 拆 立 奇 点 。 现 取 如 图 6-3 所 示 的 正 向 
闭 曲 线 C = CR + 4B, CR 是 在 直线 Re(s) = 8 > C 左 侧 、 以 RR 为 闪 征 、(B,0) 为 圆心 
的 六 图。 取 有 R 充分 大 ， 使 得 51,… , sx 落 在 C 的 内 部 。 丁 是 由 留 数 定理 得 : 


图 6-3 


k 
[re"as 十 | reeras = 2ri Ze)e”, 人]。 (6.11) 
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利用 与 引 理 6.1 相 类 似 的 让 明 方法 ， 我 们 能 够 证 明 : 当 lim F(s) = 0 时 ， 


lim | Fl(s)e*!ds =0。 
CR 


一 十 oo 


从 而 在 (6.11) 式 中 ， 令 忌 一 +co, 则 就 有 


大 
CTI[F(ej] = 》 Res[F(sjes sj]。 (6.12) 


j=t 


公式 (6.12) 使 用 起 米 很 方便 ， 但 有 一 点 要 注意 ， 就 是 要 验 让 条 人 


lim F(s) =0 
是 否 满足 。 
例 6.12 设 Fls) = ZCIf(t)] = 全 + 求 f(t).。 


解 : F(s) 有 了 两 个 一 级 极点 = i -i。 由 于 


eit(1 —i -it i 
e 0 二 ， Res[F(sjest, -= 8 (1+it) 


Res[F(s)e*,i] = 于 
并 且 Jim, F(s) = 0, 所 以 由 (6.12) 式 得 到 


f(t) = Res[F(s)e®t,i] + Res[F(s)es, -jj 一 dsint 一 tcost)。 


86.5 幅 角 原理 


华 这 一 节 中 ， 我 们 首先 讨论 复 变 函数 的 幅 角 原理 ， 然 后 再 在 此 基础 上 导出 判断 解析 
肾 数 在 某 个 区 域内 零点 个 数 的 侨 敬 (Rouché) 定理 。 


一 、 幅 角 原理 
在 86.1 中 我 们 已 经 知道 ， 若 a 为 f(z) 的 mm 级 极点 ， 则 f(z) 可 表示 为 
_ _h() 
/10 = 
其 中 h(z) 在 a 点 处 解析 而 且 h(a) 关 0。 于 是 在 U(a) 内 
PE) _ 1 we) 
J mt 
由 于 和 内 在 z =a 处 解析 ， 所 以 z 二 a 是 于 人) 的 一 级 极点 ， 而 县 
ey) Fle) a 
Fe) | 
Res [fe 三 一 mm (6.13) 
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f(z) = (z 一 中 "9(z)， 
其 中 gz) 在 z=6b 处 解析 县 (5) 冯 0, 从 而 
fd) ,1 ta) 
f(z2) z-b ¢z)" 


由 此 可 知 ， z= 是 二 的 一 级 极点 ,而 县 


Res Ee 宇和 (6.14) 


结合 (6.13) 式 、 (6.14) 式 及 留 数 定理 ， 不 难得 到 卜 面 的 结论 : 
命题 6.3 设 /(z) 在 正 向 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 。 又 设 f(z) 在 C 的 内 部 除了 有 
限 个 极点 di, … ,ak 外 解析 ; 机,… ,bl 是 f(z) 在 C 的 内 部 的 全 部 零点 。 记 mj 为 aj 
的 级 ，j 了 二 1,… ,nj 为 刀 的 级 ，j 了 二 1,… 则 
1 了 2)d 
二 {得 TE) ge Em. (6.15) 


者 对 每 个 零点 (或 极点 ) 是 几 级 就 算 作 是 儿 个 的 话 ， 那 么 在 (6.15) 式 中 ， 
上 上 
N= ZE™ P= mi 


二 
名 是 7) 在 的 部 的 字 点 和 要点 的 交 数 ， 计 6 直下 可 可 成 
地 i ,从 sw- Pp. (6.16) 
现在 将 (6.16) 式 的 左边 写 为 
去 a= 下 dof) 
es [famvseorifames)]. Gn 


注意 到 : 当 > 从 C 上 某 一 点 zo 为 起 点 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 同色 zo 时 ， jj(z)| 从 


图 6-4 


nlf(zo)| 起 连续 地 变化 ， 最 终 同 到 in1f(zo) 没有 发 生变 化 ; 而 arg f(z) 则 不 然 ， 当 z 从 
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zw 出 发 灌 C 的 正 向 再 同色 ao 时 ，arg f(z) 从 arg fj(zo) 变 为 argf(zo) + 2k7 这 里 大 是 曲 
线 T= f(C) 绕 ww“ = 0 作 止 向 旋转 的 次 数 (如 图 6-4 所 示 ) 。 

记 Ac argf(z) = 上 表示 当 >= 沿 C 的 止 向 绕 行 一 周 后 ，arg f(z) 的 增 其 , 则 (6.17) 式 
可 变 成 


Lf 


i [Cn]/(eo)] + i(arg f(a0) + 2Km) 


着 当 
2ri 
~ (nlf(zo)l + iarg f(z0))] 
hk Acag/() 
2r 2 

上 述 的 推导 过 程 实际 上 是 完成 了 一 个 所 谓 的 “旺角 原理 ”的 证明 ,也 就 是 下面 的 一 个 
定理 的 证 明 。 定 理 如 上: 
定理 6.4 ( 幅 角 原理 ) 设 f(z) 在 正 向 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 堆 ， 在 C 的 内 部 除了 
有 限 个 极点 外 解析 。 则 f(z) 在 C 的 内 部 中 的 零点 与 极点 的 差 为 站 Ac argf(2) ( 等 于 
在 C 沿 正 向 绕 C 一 周 时 ，w= /f(z) 在 (w) 平面 内 绕 原 点 作 正 向 转动 时 的 环绕 图 数 )。 


四 


二 、 幅 角 原 理 的 两 个 应 用 

利用 幅 角 原理 ， 我 们 可 以 研究 复 变 晃 数 在 一 区 域内 的 零点 与 极点 个 数 的 养 。 在 一 些 
具体 的 应 由 上， 下 面 的 侍 欣 (Roucha) 定理 却 显得 更 为 方便 : 
定理 6.5 设 f(z)，9(z) 在 正 向 简单 闭 曲 线 C 上 及 C 的 内 部 都 解析 ， 并 且 在 C 上 满足 条 
件 |f(z)| > lg(z)|。 则 在 C 的 内 部 ， f(z) 与 f(z) + g(z) 有 相同 的 零点 数目 。 


证 明 : 由 村 在 C 上 有 |f(z)| > lg(z) 所 以 我 们 得 到 |f(z)| >0 匡 


lf(2) + 9(2)| 21f(2)| -9(2)| >0 


VzEC, 令 Wz)=1+ 强 ， Vz EC, 则 在 CG 上，f(z)+g(z) = f(z)w(z), 从 而 


Acarg (f(z) +g(z)) = Acarg f(z) + Acargu(z)。 (6.18) 
内 为 对 任意 z e C, |1 ~ w(z)| = | 踢 < bw =v) 
在 以 1 为 关心 的 单位 加 的 内 部 (图 6-5), 所 以 ，C 的 像 曲 
线 T=w(C) 不 用 绕 原 点 ， 从 而 Acargw(z) = 0。 最 后 ， 由 
(6.18) 得 到 : 加 
f(z) + g(z) 的 零点 个 数 =Ac arg (f(z) + 9(z)) 
=Ac arg f(z) = f(z) 的 零点 个 数 。 图 6-5 
口 


() 


例 6.13 设 ac > chl 证 明 : 在 |z| < 1 内 方程 sin z = az 只 有 唯一 的 一 个 根 > = 0. 
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解 : 根据 愈 区 定理， 我 们 只 须 证 明 当 |z| = 1 时 ， |sinz| < a 即 可 。 
设 z=ecosg+ising, ge [0,27, 则 
lsinz| =le "oieme = Lome| 


<3(e-™! + esing) = ch (sinO), 


几 求 导 法 可 以 算出 沙 数 ch(sin9) 在 [0,2J 上 的 最 人 值 为 ch1， 最 小 值 是 1， 从 而 
lsinz| <a, Y|z| = 1。 

幅 角 原理 还 可 几 丁 判断 一 个 多 项 式 是 否 在 如 小 平面 没有 根 。 一 个 多 项 式 是 否 在 右 环 
平面 没有 根 的 问题 与 常 微分 方程 解 的 稳定 性 有 着 十 分 密切 的 关系 。 限 于 简 幅 ， 我 们 不 在 
这 个 方面 进行 论述 ， 但 我 们 还 是 不 加 让 明 地 给 出 下 面 的 结果 : 
定理 6.6 设 多 项 式 Pa(z) = 2" 十 Q1z"! 十 … 十 Qn-12 十 an 在 庶 轴 上 没有 零点 。 设 R>0 
而 LR 为 在 虚 轴 上 从 -iR 到 iR 的 直线 段 ， 则 当 


Ri Arnarg Pn(z) = 一 PT 


时 ， Pa(z) 在 右 半 平 面 内 没有 根 . 


习 题 六 
1. 求 下 列 函 数 的 孤立 奇 点 ， 并 指出 它们 的 类 型 (对 极点 要 指出 其 级 数 ) : 
名 1 z—a 
1 (22 +i)2” ® 22(1 —e:)” 3) sinz — sina’” 
(6) 24 十 3z2 十 2 


[EE 


点 的 半数 ， 
1 站 站 之 
(1) Te (2) tanz; (3) EDCTTUz; 
( Ts 9 snl (0) 0-. 


3. 计算 下 列 积分 : 
(1) 中 tan nz dz,n 是 自然 数 ; 
zl=m 


1 
六 ee rd” 


z+1 
入 下 DEry” 


4 计算 下 列 定 积分 : 
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和 cos2 30 
0 | i | 


tmp2 +427 
a; @ [as 
入 工 to yr2sinr 
加 | Dr (0) | mld 
5. 计算 下 列 广义 积分 : 


to sin3 xx 
(2) | 3 dr; 
6. 求 下 列 像 函数 己 (s) 的 拉 普 拉 斯 逆 变换 ; 
1 
(2) 全 让 Di (3) 
点 的 鲁 数 定义 如 下 ; 
设 f(z) 在 圆 环 域 尽 < |z| < 二 oo 内 解析 ，C 为 此 区 域内 包含 原点 的 任何 一 条 本 向 简单 闭 曲 
线 . 有 分 下 RE 称 为 f(z) 在 oo 点 的 贸 数 ， 记 作 Res [f(z),o0]。 
人 还 晤 ， Res[f(2),o0] = -Res [/(2) 二 ,0]; 
(2) 设 f(z) 在 扩 双 复 半 面 内 具有 有 限 个 孤立 奇 点 ， 则 f(z) 在 所 有 个 奇 点 (包括 oo 点 ) 的 贸 数 的 
总 和 必 等 丁 鹤 。 
8. 计算 下 列 积分 : 


(1) fa 和 Id 


SN 
(+ 


dz 
四 和 re De 
9*。 求 下 列 方程 在 |z| < 工 内 的 要 的 数 日: 
(1) es 和 =z， (入 > 1); 
(2) 225 — 23 +3z22—z+8=0; 
(3) 27 —524+22—2=0,。 
10” 证 明 第 六 章 中 的 引 理 6.2。 
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第 七 章 共 形 映射 


我 们 将 企 本 章 中 研究 某 些 解 析 消 数 的 共 形 映射 性 质 。 共 形 映 时 理论 是 函数 论 中 坡 重 
要 的 研究 方向 之 一 ， 它 由 物理 学 的 观念 所 产生 ， 并 对 物理 学 的 许多 领域 有 极为 重要 的 应 
用 。 


87.1 ” 共 形 映射 的 概念 


一 、 导 数 的 几何 意义 
在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 指出 : 复 变 函数 w = f(z) = w+iv 可 以 看 成 一 个 变换 
4 =u(z,y) 
v=v(r,y) 
它 将 (z) 平面 上 的 点 (z,y) 变换 为 (w) 平面 上 的 点 (u(z,y),v(z,y))。 基 于 这 个 原因 ， 我 们 
白 然 要 问 : (z) 平面 内 的 区 域 通 过 w = f(z) 会 变 成 (w) 平面 内 的 什么 区 域 ? (2) 平面 内 
的 曲线 与 经 过 w = f(z) 映射 后 得 到 的 (w) 平面 内 曲线 ， 它 们 的 形状 、 方 向 的 关系 如 何 ? 
带 着 这 两 个 问题 ， 米 考虑 解析 函数 的 导数 在 图 形变 换 中 的 意义 。 
设 w = f(z) 在 z 点 解析 匡 f(zo) 关 0。 设 光滑 曲线 C: z = z(t), a < t+ <b 通过 
点 如 =z(toj to E [a,9] 且 z(to) 才 0。 到 te [a 可 t > to (或 t< to), 得 到 曲线 C 上 的 


点 z= z()。 曲线 C 的 过 点 jw 和 z 的 制 线 1 的 方向 规定 为 与 向 姑 于 (成 玛 ) 相同 ， 从 
而 4 的 方向 与 了 让 的 方向 相同 。 由 于 Ji 了 如 = z(to), 且 当 + 性 如 时， 制 线 1 趋 
0 


向 TC 在 zo 处 的 急 线 T, 本 是 了 的 方向 5 (0) 的 方向 一 致 ， 了 与 实 轴 的 正 向 夹 角 为 
Argzr(to)。 
设 T: w= w(t) = f(z(t), a <t<5b 为 C 经 过 w= f(z) 映射 后 的 像 曲线 。 则 T 工 在 
wo = f(z0) 处 的 切线 在 (w) 平面 内 与 实 轴 的 正 向 夹 角 Argw'(to) 为 
Argw'(to) =Arg[f(z(O)) | 

=Argf'(z0)z'(to) 

=Argf'(z0) + Argz'(to) 
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(参见 图 7-1) 。 上 是， 如果 我 们 假定 图 7-1 中 的 z 轴 与 如 轴 ，y 轴 与 轴 的 正 向 相同 ， 
则 


图 7-1 


Argf'(z0) = Argw’(to) — Argz'(to)。 (7.1) 


如 果 我 们 假定 图 7-1 中 的 z 轴 与 & 轴 ，y 轴 与 v 轴 的 正 向 相同 ， 而 县 将 原 米 的 切线 的 正 
向 与 映射 过 后 的 切线 的 止 向 之 间 的 夹 角 理解 为 曲线 C 经 过 w = f(z) 映射 后 在 zo 处 的 转 
动 角 ， 则 (7.1) 式 表 明 : 
(1) f'(z0) 的 幅 角 Arg 了 '(z0) 是 曲线 C 经 过 w = f(z) 映射 后 在 zo 处 的 转动 角 ; 
(2) 转动 角 的 人 小 、 方 向 与 曲线 C 的 形状 、 方 向 无 关 ， 即 w = f(z) 具有 保持 转动 角 的 不 

变性 。 

设 曲 线 

OG:z=2(t), C2: z= 22(t), a<t< 有 
相交 于 z0 = (to) = z2( 约 ) 而 且 z(to) 天 0, 玖 (的 ) 关 0,a < to, 芍 < 人 。 叉 设 映 射 w= f(z) 
将 Ci 与 C2 分 别 映 射 为 相交 于 点 wo = f(zo) 的 曲线 Fi 及 Tz, 它们 的 参数 方程 分 别 是 
ww=w(b= f(a1(t)), w = w(t) = f(z2(t)), a < t < Bo 
由 (7.1) 式 得 : 
Argwi(to) ~ Argzi(to) = Argws(t0) — Arg zs(t0), 
即 
Argws(to) — Argwi(to) = Arg z(t0) — Argz1(to). (7.2) 

如 果 我 们 认为 相交 丁 一 点 的 两 条 曲线 Ci 与 C2 的 正 向 夹 角 就 是 Cl 与 C2 在 交点 处 
的 两 条 切线 之 间 的 夹 角 ， 则 (7.2) 式 表 明 : 相交 于 zo 点 的 任何 两 条 曲线 C1 与 C; 之 间 的 
夹 角 ， 在 其 人 小 和 方向 上 都 等 同 于 经 过 w = f(z) 映射 后 跟 Ci 与 C2 对 应 的 曲线 Fi 与 
T2 之 间 的 夹 角 。 所 以 w = f(z) 在 zo 具有 保持 两 曲线 间 夹 角 的 人 小 与 方向 不 变 的 性 质 。 
这 种 性 质 称 为 映射 的 保 角 性 (如 图 7-2 所 示 )。 


下 面 ， 我 们 再 米 说 明 |f"(zo)| 的 儿 何 意义 。 
A 


设 w= f(z) 为 复 变 机 数 ， 在 zo 卡 必 可 导 。 如 图 7-3 所 示 , 设 z 在 C 上 ,为 C 通 
过 w = f(z) 映射 后 的 曲线 , 则 名 = f(z) 在 T 上 . 现 设 = 一 ao =rei9, w 一 wo = peie, 自用 
As 表示 C 上 的 点 2 与 zo 之 间 的 一 段 弧 长 ， Ac 表示 上 的 对 应 点 wo 与 w 之 间 的 弧 
长 。 极 限 值 lim, 人 2 称 为 曲线 C 在 an 处 的 伸缩 率 。 


(2) 


C 
0 
2 


0 


图 7-3 
设 f(z) 在 zo 处 解析 ， 县 f(z0) 关 0。 由 于 


w-wo _peis_Arp As Cito-0) 


所 以 ， 

Ac 

As’ 

即 遂 过 zo 点 的 曲线 C 经 过 w = f(z) 的 映射 后 ， 在 zo 处 的 伸缩 率 为 17(zo)], 它 是 一 个 与 

曲线 C 的 形状 及 方向 都 无 关 的 常数 。 所 以 ， 这 种 映射 义 称 为 内 有 伸缩 率 不 变性 。 
综 上 所 述 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 7.1 设 w= f(z) 在 区 域 D 内 解析 ，zo E D 使 得 f(z0) 关 0. 则 映射 w= f(z) 在 zo 

处 具有 性 质 : 

(1) 保 角 性 。 即 通过 zo 的 两 条 曲线 间 的 夫 角 与 经 过 映射 后 所 得 的 两 条 曲线 间 的 天 角 在 大 
小 、 方 向 上 保持 不 变 ; 

(2) 伸缩 率 不 变性 。 即 通过 zo 的 任何 一 条 曲线 的 伸缩 率 均 为 |f'(z0)| 而 与 它 的 形状 和 方 
向 无 关 。 
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If'(z0)| = Jim (7.3) 


二 、 共 形 映射 的 概念 

我 们 将 解 忻 函数 在 定理 7.1 中 所 只 有 的 屿 条 性 质 推 广 成 为 如 下 的 定义 : 
定义 7.1 设 w= f(z) 在 zo 的 某 个 邻 域 内 有 定义 ， 且 在 20 处 具有 保 角 性 和 伸缩 率 不 变 
性 ， 则 我 们 就 称 映射 w = f(z) 在 zo 处 是 共 形 的 ， 或 称 w= f(z) 在 zo 处 是 共 形 映射 。 

若 w= f(z) 在 区 域内 有 定义 而 且 是 在 D 内 的 每 一 点 都 是 共 形 的 ， 则 称 w= f(z) 是 
DD 内 的 共 形 映射 。 

结合 定理 7.1 及 定义 7.1, 我 们 有 下 面 的 推论 : 
推论 7.1 如 果 函 数 w= f(z) 在 z0 处 解析 ， 而且 f(z0) 天 0, 则 映射 二 f(z) 在 :0 处 共 
形 , 而且 Argf'(20) 表示 这 个 映射 在 zo 的 转动 角 ， |f'(zo)| 表示 w = f(z) 在 zo 处 的 伸 

如 果 解 析 函 数 w = f(z) 在 D 内 每 点 z 都 有 f'(z) 天 0, 则 映射 w= 二 f(z) 是 万 内 的 
共 形 映射 。 

我 们 同样 可 以 考虑 在 扩充 复 平面 C+ 内 的 共 形 映射 问题 。 设 w = f(z) 赴 一 个 复 变 销 


数 并 县 有 -点 ae C 使 得 f(z0) = oo。 才 映 姥 9(5) = 天 在 ao 处 是 共 形 的 ， 则 称 


f(z) 在 ao 处 是 共 形 的 对 于 ao = so, 当 映 射 9() = /2) 在 = = 0 处 只有 共 形 性 时 ， 我 
们 就 称 J(z) 在 oo 处 只 有 共 形 性 ,事实 上 , 这 样 的 规定 等 同 丁 两 条 曲线 > = atb), z = za 
在 无 穷 过 点 的 交角 定义 为 南 及 二 在 原点 处 的 交角 。 
例 7.1 设 w= jz) = 2. 由 Ga) = 2z 可 知 由 二 z? 在 区 域 D = CN{0} 内 是 共 形 的 .在 
= oo 时 ， 由 于 g(z) = [f(2)] ”=z2 在 2=0 不 共 形 ， 故 /(z) 在 oo 处 不 共 形 。 

邻 z=rei9,r>0,0<0<n 则 w=z2? 二 r?e2i9, 从 而 它 将 上 半 平 面 Inz > 0 映 
成 为 (w) 平面 中 的 一 个 去 掉 原 点 及 正 实 轴 的 区 域 。 

在 z 关 0 时 ， f(z) 的 转动 角 及 伸缩 率 分 别 为 


Argf'(z) = Arg (2z)， |f"(z)| = 2|z|. 


例 7.2 设 w= f(z) 在 区 域 D 内 解析 而 且 存在 zo E D 使 得 /'(z0) 头 0.。 在 DD 内 作 一 个 以 
20 为 一 个 顶点 的 小 三 角形 . 于 是 在 映射 w = f(z) 下 , 在 (w) 平面 内 就 有 一 个 以 wo = f(z0) 
为 其 中 一 个 顶点 的 小 曲 边 三 角形 ( 如 图 7-4 所 示 )。 


(z) ~ (w) 
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由 定理 7.1 可 知 ， 这 两 个 小 三 角形 的 对 应 角 相 等 ， 对 应 边 的 边 长 之 比 近似 地 等 于 
|f'(z0)|， 所 以 这 两 个 小 三 角形 近似 地 相似 。 
我 们 注意 到 (7.3) 式 可 近似 地 写成 


-wol= 14"): ~ zol, 


从 而 w = jz) 也 可 将 很 小 的 图 |z 一 20| = 6 近似 地 映 成 (ww) 平面 内 的 圆 lw 一 wo| = |f'(z0)15。 
通过 例 7.2, 我 们 人 致 可 以 理解 为 什么 把 在 区 域 D 内 导数 处 处 不 为 零 的 函数 w= f(:) 
称 为 是 共 形 映 财 。 


87.2 ” 单 叶 和 解析 函数 与 共 形 映射 * 


在 87.1 中 , 我 们 说 明了 : 若 w = f(z) 人 在 D 内 解析 县 1(z) 关 0, VYz€ D, 则 w=f(:) 是 
DD 内 的 一 个 共 形 映 射 。 由 此 使 引出 一 个 很 白 然 的 问题 : 在 什么 时 候 ，f'(z) 去 0, v2 ED ? 
为 此 ， 我 们 在 这 一 节 中 引入 所 谓 单 叶 函 数 的 概念 如 下 : 
定义 7.2 设 w= f(z) 是 区 域 D 内 的 解析 函数 。 若 对 DD 中 的 任意 两 个 不 相同 的 点 z1, z2 
有 f(z1) 关 f(z2) ( 即 f(z) 是 一 对 一 的 ), 则 称 w = f(z) 是 D 内 的 单 叶 函 数 。 


例 7.3 w= 2? 是 区 域 Rez > 0 内 的 单 叶 函 数 , 它 在 此 区 域内 共 形 ; w = : 是 区 域 C\{0} 
内 的 单 叶 函数 ， 它 在 此 区 域内 也 是 共 形 的 。 

为 了 揭示 单 叶 滑 数 与 共 形 映射 的 关系 ， 我 们 首先 让 明 卜 面 的 定理 : 
定理 7.2 设 w= f(z) 在 D 内 解析 . 取 wo E C 使 得 20 是 f(z) -wo 的 疡 级 零点 。 则 
对 于 充分 小 的 e > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 wE Ul(wo,6) 时 ， f(z) 在 U(zo,5) 内 有 且 只 有 


证 明 : 由 f((z0) 关 0 可 知 ， f(z) 不 恒 为 常数 ， 从 而 f(z) 和 0。 根据 解析 妆 数 零点 的 扳 
立 性 ， 对 于 充分 小 的 e 可 使 f(z) 一 wo 及 f"(z) 在 世 (zo,ey 上 除了 zo 点 外 无 其 它 的 零点 。 
丁 是 j= j: |f(z) 一 wol >0。. 丁 是 , 对 weU(wo,p4) 及 zeEBU(z0,e) 有 


ol=e 
If(z) — ol =|f(2) — wo + wo — wl 
If(2) — wol Zp > lw ~ wole 
故 由 健 敏 定理 得 到， f(z) 一 与 f(z) 一 wo 在 5(zo,e 内 的 零点 个 数 相同 ， 都 为 p。 义 因 
为 w 关 wo, 故人 在 [(zo,e) 内 ， f(z) 一 的 零点 aa 与 zo 不 相等 ， 从 而 ， f(z4) 关 0, 即 
f(z) 一 在 U(zo,e) 内 的 零点 都 是 一 级 的 。 口 


推论 7.2 设 w= f(z) 在 区 域 D 内 解析 且 不 为 常数 ， 则 及 = f(D) 也 是 区 域 。 


证 明 : 任 取 wo e RR, 则 存在 zo € D 使 得 wo = f(z0)。 丁 是 由 定理 7.2, 存在 p > 0, 使 得 对 
于 任何 we U(wo,m), 都 有 一 个 ze 也 使 得 w= f(z), 故 U(wo,p) CR, 即 尺 是 开 集 。 
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设 视 扣 ER, 则 有 有 ,有 %eD 使 得 色 二 f()) 了 = 工 2. 由 于 也是 K 域 , 故 训 以 折 
荐 万 内 的 一 条 折线 := = (0，a<t<8 使 得 二 = :(o， = (9。 由 于 Je) 在 DD 内 
解析 ， 所 以 
=w(t) =f(:(0)). te 区 日 
是 民 中 连接 ww, 的 一 条 按 段 光滑 的 曲线 。 注意 公 尺 是 开 集 ， 我 们 在 对 曲线 工 用 有限 
禾 闵 定理 后 ,就 能 找到 一条 企 驴 中 连接 w 及 的 折线 , 这 就 证 明了 及 是 连通 的 。 口 


下面 的 定理 揭示 了 单 叶 消 数 与 共 形 映 射 的 密切 关系 : 
定理 7.3 设 w= f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 若 f(z) 在 万 内 是 单 叶 函数 , 则 1(z) 头 0, Vz € DD; 
反之 ， 若 有 zo0 E DD 使 得 P(zo) 关 0, 则 存在 z0 的 某 个 邻 域 U(20), 使 得 f(z) 在 U(z0) 内 
是 单 叶 浮 数 。 
证 明 : 共有 zo e D, 使 得 f(z0) = 0, 则 zo 至 少 是 f(z) 的 .级 零点 。 本 是 由 定理 7.2 可 
a 在 在 p > 0 使 得 对 于 we U0,p), f(z) 一 w 在 zo 的 某 个 俩 域 UV(z0) 内 至 少 有 两 个 替 

， 这 就 与 f(z) 在 DD 内 单 叶 不 盾 。 所以， f(z) 冯 0, Vz € DD。 

现 设 1(zo) 关 0, 丁 是 zo 是 f(z) - f(z0) 的 一 级 零点 。 从 而 由 定理 7.2, 对 于 充分 小 
的 p > 0 存储 Jj > 0 使 得 对 任何 w EU(f(zo),p), 人 在 V(zo,p) 中 有 县 只 有 一 个 > 使 得 
f(z) =w。 义 由 于 f(z) 在 zo 点 连续 ， 故 对 上 述 的 pv, 存在 5 < p, 使 得 当 |z 一 zo| < 6 时 ， 
1f(2)— f(zo)| < p, Wp z€ U(z0,6) 时 f(z)€ U(f(z0),p)。 所 以 z1, z2 € U(z0,6) HH 
姑 关 吕 时 ， f(z1) 夫 f(z2), 即 f(z) 在 U(zo,6) 内 是 单 叶 的 。 口 


87.3 ”分 式 线性 映射 


形 如 w= f(z) = 地 二 3 的 前 数 ， 其 中 a,b, c,d 是 复 常数 而 且 ad ~ bc 关 0, 称 为 分 式 
线性 映射 。 分 式 线性 唤 导 是 一 类 重要 的 函数 ， 它 在 研究 共 形 映射 的 一 般 理论 及 华 构 造 一 
些 简单 区 域 上 的 共 形 映射 时 ， 起 着 很 重要 的 作 几 。 


本 


一 、 分 式 线性 映射 的 分 解 及 其 共 形 性 
从 分 式 线性 映射 


az+b 
cz 十 四 


w=f()= #0 (74) 


米 看 , 当 c= 0 时 ，w = 9z+, 这 种 美 型 的 喘 身 称 为 线性 映射 , 当 a = d 二 0 时 ， w= 
这 种 类 型 的 映射 称 为 反 江 映 时 由 此 可 以 石山 ， 分 式 线性 映射 包含 了 卡 面 的 四 种 特殊 奖 
型 的 映射， 它们 是 : 
(D w =z+a，(a 为 复数 )， {平移 ) 
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(2) w= ei9z， (9 为 实数 )， (旋转 ) 
(3) w= A (r 为 直 数 )， (相似) 
(9 “=, ( 反 演 ) 。 
类 型 (1), (2), (3) 的 映射 如 图 7-5 所 示 。 


类 型 (4) 的 映射 w= 的 点 的 对 应 关系 可 以 出 下面 的 方法 给 出 。 

如 图 7-6 所 示 ， 设 |z| < 4G 为 (z) 平面 内 的 单位 圆周 ， 贺 心 为 坐标 原点 O。 设 z 为 
向 二 0B。 过 已 点 作 系 线 5, 工 与 C 的 交点 为 P' 及 P”。 连接 OP', 然后 在 P' 作 OP' 的 
冬 线 以 , 再 延长 OP, 使 与 交 于 @ 点 。 通 过 下 角 三 角形 OP'P 与 直角 三 角形 08P' 相 
似 ， 可 以 得 到 |0BI|06|=1。 由 于 08 与 06 方向 相同 , 故 


[2 2 1 
06= 9 亢 = EE = 
取 Q 关于 实生 的 对 称 点 9, 则 5 只 = 二 即 w= (参见 图 7-6) 。 
反 过 米 ， 给 出 一 个 分 式 线性 映射 至 二 人 我 们 可 将 它 写成 下 面 的 形式 
ad. 
w= 0- ts (7.5) 


令 5=cz+da= 志 区 (7.5) 式 化 为 


ad a 
铀 于 -n+ 2 
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而 这 个 线性 映射 是 上 述 (1), (2), (3) 这 三 种 类 型 的 复合 ， 于 是 2 = 是 上 述 四 种 类 


型 映射 的 复合 。 这 样 ， 对 于 分 式 线性 映射 的 讨论 可 化 为 对 于 四 种 类 型 映射 的 讨论 。 


由 w= 至 二 3 可 得 > = 了 二， 即 分 趟 线性 吴 射 的 赣 峡 射 仍 是 分 式 线性 喘 对 。 
2 _ aé+h | ) 
现 设 w = Ea A 这 两 个 分 式 线性 映射 复合 之 后 为 
a2z 十 加 
Opz+ 看 1 aztb 
2z 十 所 EE c+d 
oztoh 


其 中 ， a,5b,c,d 四 个 数 由 下 面 的 2 阶 方 阵 给 出 : 


a bY _ /fa bh\ /a b 
c dl Na da)\e df 


= 电车 


内 此 ， jo J 是 w 了 仍 为 分 式 线性 映射 。 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 分 式 线性 映射 w = 此 二 人 实际 上 可 与 复数 域 C 上 的 2 阶 
上 奇异 方 阵 ( 一 对 应 ， 而 县 它 的 逆 映 射 对 应 Me 9 的 逆 阵 ， 它 们 的 复合 为 这 
种 可 道 阵 的 乘积 。 


二 、 分 式 线性 映射 的 几何 性 质 
由 (了 D), (2), (3) 这 二 种 类 型 的 映射 复合 而 成 的 映射 =” = kz +h (上 关 0) 称 为 线性 映 
射 。 对 于 内 = kz 十 hh, 由 于 Ee = 大 头 0, 故 它 在 C 内 是 共 形 的 ; 义 当 z = oo 时 ，w = oo 


这 时 我 们 要 考虑 分 式 线性 映射 
eg 澳 
kKk+hz 


i A 十 用 
在 == 0 处 是 否 内 有 共 形 性 , 由 于 呈 | 。 = 天 关 0, 故 (7.6) 式 在 = = 0 处 只 有 共 形 性 。 
综 上 所 述 ，w = ho + 有 在 扩充 复 平面 C+ 上 是 共 形 的 。 

对 于 反 演 变换 w = 二 由 于 和 = - 专 ， 故 它 在 C\0} 内 是 共 形 的 ; 另 一 方面 ， 当 


=1 
z =o0 时 ， w=-0 而 w= (2) =z 在 z=0 处 共 形 : 义 当 z=0 时 ，w= oo, 而 二 = 


在 == 0 处 具 形 。 于 是 ，w= 在 C+ 上 也 是 共 形 的 。 
由 于 分 式 线性 映射 是 由 线性 映射 与 反 演 喘 射 复合 而 成 的 ， 故 我 们 有 
性 质 7.1 分 式 线性 映射 在 扩充 复 平面 上 是 一 一 对 应 的 函数 ， 而 且 具 有 共 形 性 。 
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由 于 线性 映射 w = 上 十 h (用 0) 是 将 (2) 平面 内 的 一 点 经 过 平移 、 旋 园 和 相似 变换 
而 得 到 像 点 的 ， 因 此 ， (z) 平面 内 的 一 个 圆周 或 一 条 直线 经 过 映射 w = kz 十 h 所 得 的 像 
曲线 仍 为 一 个 圆周 或 一 条 直线 。 如 果 我 们 把 直线 看 成 是 料 径 为 无 穷 大 的 圆周 的 话 ， 则 这 
个 映射 在 扩充 复 平面 上 把 辐 周 映 成 国 周 。 这 个 性 质 称 为 保 园 性 。 
上 面 我 们 再 让 明 w = 2 也 只 有 保 贺 性。 首先 考虑 直线 
L: Az+As+C=0, (7.7) 


( 见 例 1.3)， 其 中 C 为 实数 。 以 == 二 代入 (7.7) 式 得 : 


CHw + AT+ -Aw =0。 (7.8) 
当 C=0 时 ，(7.8) 式 退 化 为 直线 方程 当 C 关 0 时 ， (7.8) 式 可 化 为 
了 可 
| 天 旨 
即 为 加 方程 。 现 设 图 方程 为 |: 一 aol = .将 = = 二 代入 之 ， 得 ， 
(FR? — |zoP)Hw + zow + Do —1= 0。 (7.9) 
当 R= |zo| 时 ， (7.9) 式 退 化 为 直线 方程 ， 当 去 1zol 时 ， (7.8) 式 化 为 
| 二 | 二 
LE 


它 也 是 一 个 加 方程 。 
综 上 所 述 ，w = 二 具有 保 办 性 ， 进 而 我 们 得 到 ， 
性 质 7.2 分 式 线性 映射 将 扩充 (z) 平面 上 的 圆周 映 成 扩充 (w) 平面 上 的 圆周 ， 即 具有 保 
辆 性 。 
设 工 是 C 内 一 条 直线 ，z1, zz 是 不 华工 上 的 两 个 复数 。 称 za za 关 丁 工 对 称 , 如 果 
lz1 一 2z|=|z2 一 2|, Yze 工 。 现 将 工 换 成 圆周 C: |z 一 zol = RR, 则 zz1, zz 关于 C 对 称 是 指 : 
Arg(z1 —z0)= Arg(z2—20) H lz1— zollz2 — 2z0l = R?。 (7.10) 


我 们 特 基 规定， 国 心 zo 和 oo 关于 C 对 称 。 由 (7.10) 式 可 知 ，z1, z2 关于 C 对 称 当 昌 仅 
当 (2 一 0)(z2 一 0) = 碟 。 进 一 步 ， 由 对 称 点 的 定义 及 切 制 线 定理 易 知 ， zi, z2 关 丁 加 
C (C 可 以 是 直线 ) 对 称 的 充 要 条 件 是 通过 za z2 的 圆 (或 直线 ) 都 与 C 正 交 (图 7-7) 。 


二 一 


一 于 


4 为 分 式 线性 映射 。 在 扩充 (=) 平面 上 ， 设 2 2 关于 图 C (C 
可 以 是 直线 ) 划 称 ,， 人 三 f(zj), j=1,2,C"=f(C)。 设 [为 在 扩充 (w) 平面 上 通 
过 wii, wz 上 任意 -个 加 (或 直线 ), 则 工 = f+(T*) 是 通过 2 > 的 圆 或 直线 。 由 于 za > 
关于 C 对 称 ， 故 C 与 工 止 交 ， 再 由 分 式 线性 映射 的 保 圆 性 得 到 ， C"” 与 T" 止 交 ， 疏 
wy wa 关于 圆 T" 对 称 。 这 样 ， 我 们 就 让 明了 : 

性 质 7.3 设 分 式 线性 映射 w = f(z) 在 扩充 (z) 平面 上 将 圆 C 映 成 为 扩充 (w) 平面 上 的 
圆 C"， 则 它 将 关于 C 的 对 称 点 2 映 戌 为 关于 C” 的 对 称 点 wl = f(z1), wa = f(z2). 


设 w=f(:) 


三 、 确 定 分 式 线性 映射 的 条 件 

在 分 式 线性 映射 w = 守 池 中 含有 a b, c,d 四 个 常数 ， 如 果 将 它们 中 的 一 个 去 除 此 
映射 的 分 子 和 分 坪 ， 就 可 将 此 分 式 线性 映射 中 的 四 个 常数 化 为 三 个 独立 的 常数 。 因 此 ， 
只 要 在 (z) 平面 内 给 定 三 个 不 同 的 点 za, 22, za 及 (w) 平面 内 的 三 点 wa wa, ws 就 能 够 唯 

-地 确定 一 个 分 式 线性 映 时 ， 这 曰 是 下 面 的 命题 : 

命题 7.1 在 扩充 (z) 平面 上 任意 给 定 三 个 相 异 的 点 21, zo， za 及 在 扩充 (w) 平面 上 任意 
给 定 三 个 相 异 点 wl, way ws, 则 就 存在 唯一 的 一 个 分 式 线性 映射 w = f(z), 使 得 wj = 
f(z)), j= 1,2,3. 


证 明 : 设 分 式 线性 映射 为 


ab 
cd 


az+b 


=f(z)= Fd #0。 (7.11) 


我 们 分 下 面 四 种 情况 米 考 虑 。 四 
( 设 2 = oo, wl = 2 有 =z =00。 此 时 ， (7.11) 式 可 化 为 


Wiz+ar 


w= i 车 (7.12) 
令 om = 全 人 全， 并 将 此 式 代入 (7.11) 式 ,得 到 : 
dd OE nd A 
1 ”1 2-2 23-22° (13) 
人 ) 设 五 = oo, 4 一生 而 wos os 都 丰 为 oo. 此 时 ， (7.11) 起 化 为 w 一 竺 于 下 再 令 
1 
_ W122 十 可 _ Wiz3+h 
ce 
从 上 式 中 解 山 oa 后 代入 w = 针 生 于, 可 得 : 
dd Bn 和 (714) 


一 we Wa—ws z—22 Zz3—z2" 


(3) ay 23 都 不 为 oo 而 1, wz, ws 中 有 一 个 为 oo, 我 们 可 以 用 讨论 (2) 的 方 


法 ， 对 = 坚 二 ”的 道 喘 射 进行 同样 的 过 论 ， 可 得 出 下 面 的 等 式 : 


了 (7.15) 
W—w wa3—ws z—22 z3—z2" 
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(9 车 加; za 及 ws way 中 没有 一 个 为 o0, 则 由 由 = 各 = 2. 3 可 推出 


之 Dent 21. 23 一 24 
Oo2 Tz 22 23 一 Pd 
根据 上 述 (1) 至 ( 这 四 种 情况 的 讨论 ， 我 们 就 让 明了 命题 7.1 。 口 
由 (7.13) 式 ， (7.14) 式 及 (7.15) 式 可 以 看 出 ， 在 (7.15) 式 的 分 子 或 分 母 中 ， 如 果 有 有 
某 一 项 出 现 oo 时 ， 把 该 项 图 为 1 的话， 那么 (7.13) 式 ，(7.14) 式 及 (7.15) 式 就 全 部 包含 
在 (7.16) 式 中 。 
设 aa zz, 23, 24 为 扩充 复 平 面 上 四 个 不 同 的 点 ， 数 值 


7 es 允 二 玉 


(7.16) 


[21, 22, 23, 24] = := 
4 一 32 23~22 


称 为 z1, z2, za, 24 的 交 比 。 (7.16) 式 说 明了 ， 分 式 线性 映射 内 有 保 交 比 不 变性 。 
由 命题 7.1 可 知 ， 在 扩充 (z) 平面 及 扩充 (w) 平面 上 分 判 给 定 两 个 圆周 C, T, 然后 在 

C, 上 分 别 取 定 三 个 不 同 的 点 ， 则 必 能 找到 一 个 分 式 线性 映射 w= f(z) 把 C 映 成 工 但 

w= jz) 把 C 的 内 部 映 成 (w) 平面 上 的 什么 集合 昵 ?” 对 此 ， 我 们 有 : 

命题 7.2 设 C 是 扩充 复 平面 (z) 上 的 圆周 ， w = f(z) 是 分 式 线性 映射 ， 而 工 = (C) 是 

扩充 (w) 平面 上 的 圆周 。 

(1) 设 zo 为 C 内 部 任意 一 点 。 若 f(z0) 在 工 的 内 部 ， 则 w= f(z) 将 C 的 内 部 映 成 工 
的 内 部 ; 若 f(z0) 在 工 的 外 部 ， 则 f(z) 将 C 的 内 部 映 成 工 的 外 部 ; 

(2) 若 C 上 有 三 点 3，2a, 23, 卫 上 有 三 点 wy, way ws 使 得 wj = f(zj), = 1 2, 3, 而 且 当 
C 依 方向 全 22 一 23 绕 行 时 ， 械 依 方向 wi 一 wa 一 ws 绕 行 ， 那 么 w = f(z) 就 
将 C 的 内 部 映 成 工 的 内 部 ; 当 wi1, wa, ws 绕 行 方向 与 21， z2, 23 不 一 致 时 ， f(z) 则 
将 的 内 部 映 成 工 的 外 部 。 


证 明 : (1) 设 f(z0) 在 工 的 内 部 。 人 在 C 的 内 部 取 异 于 zo 的 点 有 并 设 wo = f(z0), m1 = 
jza)。 下 面 让 明 wi 必 在 工 的 内 部 。 
不 然 ， 设 wi 在 的 外 部 。 由 村 w = f(z) 将 直线 段 zoz1 映 成 贺 弧 Cow2 (或 直线 段 )， 
而 wo 在 工 的 内 部 ， wa 在 工 外 部 ， 故 Bow 必 与 相交 ， 设 交点 为 w2。 丁 是 企 C 上 
及 在 而 歼 上 分 别 有 两 个 点 被 同时 映射 到 个 点 wz, 这 与 分 式 线性 映射 的 一 一 对 应 性 相 不 
盾 ， 所 以 ，w 在 工 的 内 部 (参见 图 7-8) 。 这 说 明 ， f(z) 将 C 的 内 部 映 成 工 的 内 部 。 
同 理 可 证 ， 当 f(z0) 在 工 外 部 时 ， f(z) 将 C 的 内 部 映 成 工 的 内 部 。 


Wl 
(2): 5 
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(2) 在 过 za 的 半径 上 取 一 点 zo。 由 分 式 线性 映射 的 保 角 性 可 知 , 线段 az 在 w = f(2) 
下 的 像 名 从 必 与 工 止 交 。 于 是 , 再 由 分 式 线性 映射 的 保 角 性 质 , 当 za za z3 与 wa wa ws 
的 绕 向 相同 时 ， w 必 在 工 内 相反 时 ， 必 在 工 外 (如 图 7-9 所 示 ) 。 口 


Wl 


由 于 分 式 线性 映射 具有 保 圆 性 、 保 对 称 点 不 变性 及 保 角 性 ， 内 此 ， 在 处 理 边 界 由 图 
周 、 圆 弧 、 直 线 及 直线 段 所 组 成 的 区 域 的 共 形 映射 问题 时 ， 它 起 着 十 分 重要 的 作用 。 


四 、 例 题 


现在 ， 我 们 册 前 面 所 述 的 分 式 线性 映射 的 性 质 米 求 圆 域 到 国 域 的 共 形 映 射 。 
例 7.4 求 将 上 半 平 面 In (z) > 0 映 成 单位 国 域 |w| < 1 的 分 式 线性 映射 。 


解 : ( 解 一 ) 如 图 7-10 所 示 ， 将 (z) 平面 上 的 实 轴 看 成 是 六 径 为 无 穷人 的 一 个 圆周 , 它 的 
内 部 是 上 六 平面 。 企 实 轴 上 任 取 三 点 ，z = -1 z0 = 0, z3 = 1 使 它们 依次 对 应 于 lwl = 1 
上 的 三 点 :wi = 1, wa =i, ws = -1。 由 于 一 2 一 和 与 同一 wa 一 ws 的 绕 向 相同 ， 
故 由 (7.16) 式 及 命题 7.2 得 到 所 求 的 分 式 线性 映射 应 满足 

w-l1. -1-1 z+l1.1+1 

w-i -1l-i z-0 1-0’ 


z—i 


化 简 后 ， 得 到 w= : 。 
iz—1 


图 7-10 


( 解 二 ) 由 性 质 7.2, 可 以 找到 一 个 分 式 线性 映射 w = f(z) 将 Imz = 0 映 成 lw| = 1。 
设 此 映射 将 Imz > 0 上 一 点 入 映 成 lw| = 1 的 圆心 w = 0。 
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由 于 和 关于 实 轴 的 对 称 点 为 X 0 关于 lw| = 1 的 对 称 点 为 co, 从 而 由 性 质 7.3 可 知 ， 
JUOA) = 0 f(A) = co。 丁 是 w = f(z) 应 只 有 下 列 形式 


站 人 (7.17) 
Zz 一 人 
其 克 为 芝 数 由 卫 实 铀 上 的 点 = 对 着 | = 1 上 的 点 ,而 当 ms = 0 时 ,| 半 刘 = 


故 由 (7.17) 式 得 到 |K| = 1, 即 到 =ei9, 这 里 9 是 任意 实数 。 所 以 ,所 求 的 分 式 线性 映射 
的 一 般 形 式 为 


=e EA ImA> 0。 


在 ( 解 一 ) 中 ， 当 z1, z2, z3 及 wli, wa, ws 取 不 同 点 时 ， 所 得 到 的 分 式 线性 映射 必 不 
相同 ; 在 ( 解 一 ) 中 ， 当 8 取 不同 数 时 ， 也 会 得 到 不 同 的 分 式 线性 映射 。 这 些 都 说 明了 从 
Imz > 0 到 |w| < 1 的 分 式 线性 映射 是 很 多 的 。 

例 7.5 试 求 将 上 半 平 面 Inz > 0 映 成 圆 域 lw - wo| < RR 的 分 式 线性 映射 w = f(z), 使 得 
JG=wo ji) > 0. 

解 : 由 于 w = f(z) 具有 保 对 称 点 不 变性 , 而 i 关于 实 轴 的 对 称 点 为 -i, wo 关于 lw=-wo|l = 羽 
的 对 称 点 为 oo, 故 w = f(z) 具有 形式 


z 一 i 
“=f2) = 天 zwo， 
其 中 K 是 常数 。 由 于 
do] _ 2Ki iE 
dz|. (z+ij|l.,s 2 
z= 
R= -wl= KI = Kl Imz>0, 


JT 业 有 w=iR2TI+wo。 

例 7.6 求 将 单位 国 域 |z| < 1 映 成 单位 圆 域 lw| < 1 的 分 式 线性 映射 ( 如 图 7-11 所 示 )。 
解 : 没 (z) 平面 上 单位 贺 域 jz| < 1 内 部 的 一 点 a 被 分 式 线性 映射 w = f(z) 映 成 |w| < 1 
的 中 心 w = 0。 由 丁 a 关于 |z| = 1 的 对 称 点 为 去 ， 0 关于 lw| = 1 的 对 称 点 为 20, 而 
ww= f(z) 具有 保 对 称 点 不 变性 ， 故 /( 言 ) = co, 从 而 w= f(z) 具有 如 下 的 形式 


Zz—a z—a 
= 有 


Fm 至 1 一 az 
去 
其 中 K' = -aK 是 常数 。 
由 于 当 |z|=1 时 ，|w|=1, 所 以 
1= b= KE|= I =: 


即 K' =ei%, 本 是 将 |z| < 1 映 成 lw| < 1 的 分 式 线性 映射 为 = ee 这 -ee 。 
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图 7-11 


例 7.7 试 求 将 |z| < 1 映 成 lw| < 1 的 分 式 线性 映射 w= f(z) 且 f(a) = ao，j(a) = 人 其 
中 0< lal<1. 
解 ， 设 分 式 线性 映射 = 五 (z) 将 |z| < 1 映 成 四 | < 1 且 及 (a) = 0; 再 设 分 式 线性 映射 
7= fz(w) 将 ll <1 映 成 蜀 <1 且 到 (a) =0。 村 是， 分 式 线性 映射 
w= f(z)= (fof) (2) 
将 |z|<1 映 成 lw| <1 f(a)=a。 
现 取 习 = 及 (2), 三 把 (w) 分 别 为 


二 RT aA 
= I "7 Tm 
则 w = f(z) 由 下 式 给 出 : 
< (7.18) 


对 (7.18) 式 两 边 同时 关于 > 求 导 并 利用 f(a) = 大 及 f(a) = a 得 到 eie = 大。 将 此 代入 
(7.18) 式 ， 即 得 公所 求 的 分 式 线性 映射 。 


87.4 ” 几 个 初等 函数 所 构成 的 共 形 映射 


一 、 宕 函数 

宏 克 数 w = zn (n 之 2) 在 (2) 平面 内 是 处 处 可 导 的 ， 其 导数 为 各 =nz"-t 办 此， 
在 C\{0} 内 ，w = zm 是 共 形 映射 

为 了 讨论 w = z 的 性 质 ,我 们 令 

z=re'?, w= pei?, 0<0 <2n, 0<¢<2n, 
则 p= mm, = ng。 由 此 可 见 ， 在 w= zn 的 映射 下 (2) 平面 上 的 国 周 ls| = r 里 成 (2) 
平面 上 的 圆周 ， |w| = r", 特别 是 将 |z| = 1 映 成 lw| = 1; 射线 9 = 9o 映 成 射线 p = nbo; 
让 实 轴 6 = 0 喘 成 正 实 轴 5 = 0; 角形 域 0<9 < go (< 开 ) 映 成 (w) 平面 内 的 角形 域 
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0<6<ngo。 丁 是 ， 当 0 二 工时 ， w=2" 将 角形 域 0< 9 < 二 映 成 上 站 平面 Imw > 0; 


当 b = 苦 时 ，w = 27 将 角形 域 0< 9 < 到 映 成 (w) 平面 上 挖 去 原点 及 正 实 轴 的 区 域 
(图 7-12) 。 


图 7-12 
例 7.8 试 将 角形 域 0 < argz < 3 映 成 |w| < 1 使 得 1 +i 0 分 别 映 成 0, 1 的 共 形 映 射 。 
解 : 如 图 7-13 所 示 ，& = 2? 将 0< argz < 也 映 成 上 六 平面 ng > 0, 同时 将 > = 1+i 
及 0 分 别 映 成 5= 2i, 0。 


(z) €=2 (8 


现在 求 (5) 平面 到 (w) 平面 的 分 式 线性 映射 w = f(&) 使 得 f(2i) = 0, f(0) = 1。 根 


据 例 7.4, w = 7(6) 可 取 为 wo=K 生 和 由 于 当 E= 0 时 ，w= 1 故 天 = -1 从 而 所 求 
,2i—2z? 
的 分 式 线性 吴 射 为 = 演 二 和 
二 、 指 数 函 数 


指数 请 数 w = e* 在 C 内 处 处 可 导 而 且 9 = e= 天 0, 于 是 =e: 是 全 平面 内 的 共 
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设 z>=z+iy w= pei?, 0<$<2n, 则 由 ww=e: 得 到， 


了 


1 三 ez， 
由 此 可 知 [: (z) 平面 上 的 直线 z = 常数 , 被 映 成 (w) 平 而 上 的 圆周 p = 常数 ; 而 在 线 y = 
常数 ， 被 映 成 射线 $= 常数 。 丁 是 ，w =e? 将 0 < Im (z) < zt 映 成 上 六 平面 In (w) > 0; 
w=e: 将 0< Im(z) < 2r 映 成 (w) 平面 内 挖 去 原点 及 正 实 轴 的 区 域 (图 7-14) 。 


$=y. 


图 7.14 


例 7.9 求 把 带 形 区 域 a < Re (z) < 也 映 成 上 半 平 面 Im (w) > 0 的 一 个 共 形 映射 。 
解 : 带 形 区 域 a< Re (z) < 8 (图 7-15 (a)) 在 平移 、 放 人 及 旋转 的 映射 
ni 
=F- 
下 变 成 带 形 区 域 0< Im (5) < At (图 7-15 (b)) 。 
再 利用 映射 w = es 就 可 把 带 形 域 0 < In (5) < x 映 成 上 六 平面 In (w) > 0 (图 7-15 
(c)) 。 所 以 ， 所 求 的 共 形 映射 为 


w=exp (Ee -9) . 


$7.5” 黎 曼 映射 定理 简介 * 


$7.3 中 所 讨论 的 映射 都 是 将 一 些 特殊 的 单 连通 区 域 映 成 特殊 的 单 连通 区 域 的 共 形 映 
射 ， 而 下 面 的 黎 总 映射 定理 则 可 以 给 出 一 个 单 连通 区 域 到 另 一 个 单 连通 区 域 间 的 共 形 映 
射 。 定 理 如 下 : 
定理 7.4 设 是 C 中 不 是 整个 C 的 单 连通 区 域 ， zo 是 0 中 一 点 。 则 存在 0 内 唯一 
的 一 个 单 叶 解析 函数 f(z) 使 得 f(z0) = 0, f'(z0o) > 0 且 将 9 映 成 单位 开国 盘 |w| < 1. 
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图 7-15 


由 此 可 知 ， 黎 尝 映 射 定理 的 重要 性 在 丁 ， 我 们 可 将 一 般 单 连通 区 域内 所 讨论 的 问题 
转化 为 在 单位 圆柱 内 进行 讨论 。 从 定理 7.4 我 们 可 以 看 人 到， 品 然 f(z) 将 8 映 芭 lw| < 1 
但 是 否 将 99 映 到 |w| = 1 却 没有 指明 。 这 类 问题 ， 在 共 形 映射 理论 中 被 称 为 是 共 形 映射 
的 边界 对 应 问题 。 

这 类 问题 的 完整 叙述 需要 较 多 的 准备 知识 ， 在 此 我 们 仅 给 出 当 Q 的 边界 99 是 所 谓 
的 解析 弧 时 的 结果 。 首 先 ， 我 们 给 出 解析 弧 的 定义 如 上: 
定义 7.3 设 C: z=z(t), a <t<b 是 C 中 的 一 条 曲线 。 若 对 任意 to € (a,b) 存在 一 个 
5> 0 使 得 在 (to 一 6,to 十 6) 内 ， z(t) 可 以 展开 成 一 个 关于 (t 一 如) 的 震级 数 


2 的 = Den(t-to)", cl 天 0， 
所 
则 称 C 为 一 条 解析 弧 。 
由 定义 7.3 可 知 ， 圆周 是 一 条 解析 弧 。 上 下面 的 定理 给 出 了 共 形 映射 的 边界 对 应 性 质 : 
定理 7.5 设 0 是 C 中 的 一 个 单 连 通 区 域 而 且 0Q 是 一 条 解析 弧 ( 这 样 的 区 域 称 为 解析 


柯 西域 ), 则 存在 一 个 Q 内 的 单 叶 解析 函数 f(z), 它 将 8 映 成 lw| < 1 同时 f(z) 在 09 
上 解析 而 且 f'(z) #0, Vz € sn. 


习题 七 
沁 

工 求 由 = f(z) =z 一 在 z 二 1 一 1 处 的 轩 动 角 友 他 缩 素 。 
2. 在 外 == 二 的 喘 射 下， 斌 家 下 列 图 形 的 像 : 

(0) 半 行 于 举 标 轴 的 直线 Rez = x0, Im z = yo; 

Co) 弟 形 区域 0 < Imz < 坪 ; 

(3) 角形 区 域 了 < argz < 下 
i 


SS pa 


. 斌 证 明 ， ww 三 


(4) 双 遇 线 z2 一 J 二 1。 


. 试 求 将 一 1，oo, i 分 别 变 成 下 列 点 的 分 式 线性 映射 : 


(Dib1lti (2)ocoi l。 


. 试 求 满足 下 列 条 件 的 将 Im z > 0 喘 成 |w| < 1 的 分 式 线性 映射 w = 


(CD f0) = 0 argf'() = -1; 


@ /=4 = 却 : 


WD=0 SD Of/D= argf (=F 


. 求 将 半 半 面 Rez > a > 0 映 成 单位 辐 域 jw| < 1 的 共 形 映射 。 
. 求 将 带 形 区 域 0 < Rez < a 喘 成 区 域 Rew >b 的 共 形 映射 。 
， 试 求 将 角形 区 域 0 < argz < 3 映 成 |w| < 1 使 得 1 十 i,，0 分 别 映 成 0， 一 1 的 共 形 映射 。 


az+b 
czt+ad 


将 Inz > 0 映 成 Imw >0 的 充 要 条 件 是 : 
ad— bc>0. 


,车 w 三 f(z) 是 单位 国内 部 到 单位 加 内 部 的 分 式 线性 映射 ， 则 


ldwl _ ldzl 
1=-|lwoP 1=-|zP” 


f(z): 


. 试 求 把 单位 贺 域 映 成 单位 贺 域 的 分 式 线性 映射 w = f(z), 并 满足 条 件 : 


ab c,d 部 是 实数 而 H 
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第 八 章 解析 函数 的 三 个 定理 * 


住 这 一 章 中 ， 我 们 将 分 三 节 分 别 讨 论 解 析 隐 数 延 拓 的 施 瓦 兹 (Schwatz) 对 称 原理 、 
解析 限 数 的 久生 (Jansen) 公式 及 调和 消 数 的 边界 值 理论 。 这 些 内 容 是 前 面 一 些 章节 中 的 
某 些 内 容 的 扩展 和 加 深 。 


88.1 ”解析 开拓 的 方法 


设 消 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 区 域 G 真 包含 D。 若 存在 晴 数 F(z) 在 G 内 解析 且 
在 DD 内 下 (z) = f(z), 则 称 F(z) 为 f(z) 在 区 域 G 的 解析 开拓 。 这 时 ， 我 们 就 说 f(z) 可 
以 解析 开拓 到 G 内 。 由 推论 4.5 知 , 解析 开拓 是 唯一 的 即 若 F(z), G(z) 都 是 f(z) 在 G 
的 解析 开拓 ， 则 F(z) = G(z), Yz € G。 

下面 我 们 就 以 

f(2)=1+2+22+-…+, lzl<1 (8.1) 

为 例 ， 说 明 如何 对 f(z) 米 进 行 解析 开 折 。 

志 加 = -一 则 


于 是 ， f(z) 可 以 表示 为 
de DN en A 
f(z)= 本 二 本 
日 着 
显然 ，(81) 和 (8.2) 表示 同一 个 函数 f(z) = 了 > ， 但 我 们 应 该 注意 到 ,在 = = -1 时， 
(8.1) 式 不 收敛 而 (8.2) 式 却 收 化 。 也 就 是 说 ， f(z) 被 开拓 到 原 米 的 收敛 圆 外 的 点 上 去 了 
(图 8-1) 。 
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1| 3 
z+ 引 < 也 (8.2) 


(2) 


图 8-2 


现在 我 们 可 以 重 述 上 面 的 过 程 , 选 出 一 新 点 za 计算 fm(2a), 得 出 一 个 新 的 宕 级 数 。 
按照 上 述 的 方法 ， 我 们 可 将 f(z) 开拓 到 圆周 上 含有 z = 1 的 任意 圆 竹内 部 的 点 z。 
这 样 上 去 ， 1(z) = > |z|<1 可 以 解析 开拓 到 除 z = 1 外 的 整个 复 平面 (图 8-2) 。 


上 面 所 描述 的 方法 对 丁 一 般 骨 笑 级 数 表 示 的 解析 消 数 的 解析 开拓 都 戈 适 川 的 。 卜 面 ， 
我 们 提供 另外 一 种 比较 直观 的 解析 函数 的 解析 开拓 方法 ， 邮 所 谓 的 施 瓦 兹 对 称 原理 。 
定理 8.1 设 4B 为 实 轴 上 的 一 段 . 作 一 简单 闭 曲 线 Ti 使 AB 为 其 一 部 分 ， 其 余部 分 为 
在 上 半 平 面 的 一 条 曲线 并 联接 4 与 B 两 点 . 设 f(z) 在 Fi 的 内 部 D 内 解析 , 在 TI 上 
连续 且 在 4 甩 上 取 实 值 。 则 f(z) 可 解析 延 拓 到 D 关于 实 轴 对 称 的 区 域 D' 内 。 


证 阴 : 如 图 8-3, 设 Ts 为 Fi 关于 实 轴 对 称 的 闭 曲 线 。 


图 8-3 


令 忆 =PiuD,R=TzuD', 且 


dj ee :ER 


f(2), ze€R,。 


由 于 f(z) 在 4B 上 取 实 值 , 故 在 4B 上 ，f(z) = 了 加。 
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显然 ，9(z) 在 及 内 解析 。 当 z 在 R2 内 部 时 ， 取 充分 小 的 ,使 z+h 在 Re 的 内 
部 。 于 是 ， 
lim $C Es gz) _ jim LE —f(3) 


0 0 
i 全 5 3} = 


和 

所 以 ， 9(z) 在 尼 内 亦 解析 。 

现在 剩 下 的 要 证 明 ， 9(z) 在 线段 4B 上 除了 4, B 两 点 外 的 所 有 点 上 都 可 导 。 但 
我 们 不 是 直接 从 导数 的 定义 米 证 明 ， 而 是 采 几 摩 瑞 拉 定 理 ( 见 例 3.10) 米 证 明 ， 9(z) 企 
n=DnDnGEN4, B}) 内 解析 。 

设 C 为 Q 内 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 。 若 C 全 部 在 RR 内 或 全 部 在 Ra 内 ， 则 
f(z)dz =0; 

若 C 被 4B 分 割 成 两 段 简单 曲线 Cl 及 Ca， 顺 次 在 实 轴 上 方 及 下 方 县 设 C 在 4B 上 所 
截取 的 一 段 弦 为 41B1。 则 Ci + 4Bi 及 Ca + B141 分 别 在 RR 及 Ro 内 。 所 以 ， 


gz)dz=0，, | 9(z) dz = 0， 
Cit+A1B1 Ca+Bl4i 


好 得 
f $lz)dz= f plz) dz+ | gz)dz=0。 
c Cn Cs 

同 是 可 证 ， 当 C 被 4B 分 天成 若干 和 简单 曲线 时 ， 也 有 掉 _o() dz 二 0。 是， 由 让 现 


拉 定 理 可 知 8(z) 在 Ri Rz 内 解析 。 这 就 证 明了 f(z) 可 以 解析 开拓 穿 过 4B， 得 到 了 
解析 函数 wz)。 口 


88.2 詹 生 公式 


为 了 证 明 詹 生 公 式 ， 我们 首先 引入 环 面 两 个 引 理 : 
引 理 8.1 设 只 是 C 中 的 单 连通 区 域 ， f(z) 在 0 内 解析 且 处 处 不 为 零 。 则 存在 Q 内 的 
一 个 解析 函数 F(z) 及 常数 C 使 得 f(z) = Cef(3), 进而 In|f(z)| 为 调和 函数 。 


证 明 ， 由 于 9 是 单 连通 的 ， 得 又 在 9 内 解析 ， 所 以 在 取 定 一 点 za em 后 ， 
fe) 


zo= | fs) 


(定理 3.5) 。 


dz, zEN 


在 和 内 解析 且 F'(z) = 2 
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令 h(z) = f(z)e-F)。 则 Rr(z) = 0 从 而 h(z) = h(z0) = fj(zo) = C vzegm, 即 
f(z) = Cef(®), 
由 于 F(z) 的 实 部 是 hf(z)|, 故 由 命题 3.3 得 到 ， In|f(z)| 是 调和 消 数 。 口 


2 国 
引 理 8.2 | inll 一 eieldg =0. 
0 


证 了 明 : 设 Q={zeClRe(z) < 1}。 由 丁 92 是 单 连通 区 域 且 1 一 z 关 0,Yz€ ,将 引 理 
8.1 应 用 丁 销 数 f(z) = 1 一 z 并 设 z = 0 ， 则 有 Q 内 的 解析 函数 下 (z) 使 得 1 一 z = ef(*) 
并 日 下 (0) = 0。 于 是 ， Re(F(z)) = In|1 一 zl。 

设 e 为 任意 小 的 正 数 ， 作 两 个 正 向 圆周 

Ce: z=a(t) =eit, e<t<2r-e Te: z=22(t)=e't, ~e<t<e, 
则 由 柯 凸 积分 公式 
1 F(z) 1 F(z) ， 
27i j 代 4+ 而 | 和 4=r0=0 

可 得 


2n—e € 
去 | Fleit)dz = -去 redas, (8.3) 


所 以 ， 由 (8.3) 式 得 到 
2 2 一 
| In|1 ~ eitldt = lim | Re (F(ei'))dt 
0 0 | 


ne hh it 
= 一 | mee ))dt 


< 


Pa in2 让 
= ee | musa 2)dt 
t 
=- lim, J asagar (8.4) 
注意 到 ， 在 0<t<e< 子 时 ， 1>sins 225= 三 ， 故 
elne-e 一 elnr< | lnsinzdt<0 (8.5) 
0 
2 
最后， 结合 (8.4) 式 及 (8.5) 式 ， 可 得 到 | Inll -eitldt=0.。 口 
0 


下 面 ， 我 们 就 米 叙述 并 让 明 下 面 的 碎 生 公式 。 
定理 8.2 设 f(z) 在 |z| < 已 内 解析 . 对 于 0<r<R, 设 al…an 为 f(z) 在 |zj|<r 上 
按 重 数 计算 的 所 有 互 不 相同 的 零点 。 如 果 f(0) 关 0, 则 


2 
myol=-2a( 襄 i)+ + 去 | In|f(rei)|dg. 
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证 明 : 设 et,……,av 在 |z<r 内 ,而 av…,an 在 lz=r 上 。 


由 例 76 可 知 ， 当 网 < 工时 ， 喘 射 w= 主将 | 下 <1 映 成 bo| <1 同时 也 将 边 办 


映 成 边界 ， 丁 是 
2 ak 

,Tr ro) 

V1 
rr 


将 lz| <r 映 成 lwl < r 并 将 lz| = r 映 成 |w|=7。 
对 本 |z| < RR 内 不 同村 a1,… ,an 的 点 z, 令 


r(z~axr) TF 中 
rT?2— kz 


N 
9(z) = f(z) 。 
I kN+12 一 人 


通过 补充 定义 g(z) 在 a1,… ,an 处 的 函数 值 , 可 以 认为 g(z) 在 |z| < R 内 解析 且 在 lz| = 
上 没有 和 零点。 从 而 由 引 理 8.1 可 知 ， Inlg(z)| 是 |z| = > 上 的 调和 六 数 ， 进 而 由 习题 3.16 


得 旬 ， 
2 
去 | mlgeeolat=mlolol。 
另 一 方面 ,由 


N 
LA 
lg(0)| =If(O)| I pr 


Inlg(rei)| =In|f(re + 5D ln 


k=N+1 


Qk 
reit 一 ak 


所 以 ， 将 (8.7) 式 代入 (8.6) 式 后 ， 得 到 : 
让 
了 i 
OI= -Dt 人 meer 


nn 
+ > | 


k=N+1 


at 


ak 一 Teit 
令 o=meio0sars2m pr = 二 ,人 一 NN+1… sn。 于 是 由 引 理 8.2 可 得 
k 


2 
| in 
0 


| pe i(t+ax) 
= J1— pre 1dt 
0 


Qk — reit 


2ntas 
=- | In|l — preitldt = 0。 
a 


最 后 ， 由 (8.8) 式 得 到 詹 生 公式 。 
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(8.6) 


(8.7) 


(8.8) 


88.3 ” 圆 内 调和 函数 的 边界 值 性 质 


在 第 三 章 的 最 后 一 节 中 ， 我们 让 明了 圆 内 调和 沙 数 的 普 阿 松 公式 ， 即 对 丁 在 |z| < 玉 
内 的 调和 稍 数 4(z,y) 在 |z| < RR 内 任何 一 点 z = rei? 处 的 消 数 值 由 下 列 积 分 给 出 : 
i Ee id R?—r? 
ve )= 坎 |, WRe'?) 3Rr co 0 Tr 
现在 我 们 考虑 反 过 米 的 问题 ， 即 给 出 |z| = R 上 的 连续 函数 8(Rei$), (0 < $ < 2n), 然后 
在 |z|<R 上 定义 一 个 清 数 


db。 (8.9) 


ie - 1 
u(re 站 二 


2 Rr 
ig 
上 (he's) -ahr rd (8.10) 


我 们 问 : 由 (8.10) 式 定义 的 消 数 u(z) 起 否 在 |z| < R 内 调和 并 且 是 否 对 |z| = R 上 的 任 
意 一 点 € 有 li ul(z) = $(€)? 
对 丁 第 一 个 问题 ， 由 丁 通 过 参数 变换 


可 以 建立 起 等 式 

Bo ro or) to 
因此 ， 利 岂 含 参 变 基 积分 的 求 导 公 式 ( 见 附录 一 ) 对 (8.9) 式 分 曾 关 于 m 9 求 偏 导数 ， 我 
们 就 可 以 得 出 u(z,y) 为 |z| < R 内 的 调和 消 数 的 结论 。 对 丁 第 二 个 问题 ， 我 们 有 下面 的 
定理 : 
定理 8.3 设 $(€) = 有 (Reie) 是 |6| = 尽 上 的 连续 函数 ， 而 u(z) = u(rei9) (0 <r < RR 
0<8<2r) 由 (8.10) 式 确定 ， 则 limu(z) = $(6). 


Ou Ou AG 1 Ou 


证 明 : 我们 首先 证 明 mu(z) = B(R), |z| < R。 注意 到 
和 R?—r? 1 2 Reie +rei? 
玩 | BaRrcol -Orr d= 玩 Re 小 (外 Hs) 9 
1 


San ( 和 局 二 


所 以 


ie wa 所 i Rr-r 
vee0-am = 去 | [ee -SD] Bahr Dr 


由 于 $(8) 在 || = 玉 上 连续 ， 故 存在 一 个 常数 M > 0 使 得 |8(6) - B(R)| < m 及 对 
任意 e > 0 存在 6 > 0 使 得 当 | 一 RI<56, |s|=R 时， 15(9 一 sCRB)1< 5. 取 po € (0,7) 
使 得 |Rei% -RI = 5。 由 于 

IRe'e — RI=2Rlsing|, 
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所 以 , 当 9 Ee (0,90) 或 ge (2r 一 和 ,270 时 ，|Rei? 一 RI < 5; 而 当 be (do,2r 一 加) 时 ， 
Peie 一 天 >5。 


现 设 
加 ie ig 
6 人 oo -wa (二 5) 
Re 十 


2r-eo 
L = | [8(Reie) — G(R)]Re ( 
加 


起 
Tt Reio— 
ar 
去 | Eee-aame[( 息 
本 
2 
Reig +rei < € 
me (NR) ob hl<s. 


没 z= rel 为 |z| < 及 内 一 点 有 满足 |z 一 好 < 3, 则 


B= Re re 


el 
则 Ial< 针 | 


lz2—Rei?|> |Rei? -RI-|z—R|> 也 


了 是 ， 
Rei? 十 reie 2 一 r2 a 
mw (和 -ep < ( 介 7) 
从 而 ， 
Il < M3 3) (有 -< (811) 


取 充 分 小 的 7 使 得 当 lre'? - 型 < n 时 ， (8.11) 式 中 的 最 后 ey 这 样 ， 
|u(reie) — $(R)|=|n + 二 有 1< IaI+IBI+IR<e。 
对 于 圆周 [| = R 上 任意 一 点 &0 = Rei%, 令 
ul(z) = u(zeieo)，|z| <r, (€) = 8(zeio)。 
本 是， 


0 i 十 z 1 2rteo Feiee -ieo 十 z 
去 ]。 Se Je (全 ao= 辫 |。 ay 


My Reie +eigoz 
= 去 | G(Re )Re (Rr) ado 


s(ne'o)Re (是 


2 Feies 一 eiooz 
=um(z) (lz|<R) 
从 而 由 前 面 所 得 到 的 结果 ， 有 ,ua(z) = 覃 (R)， 故 了 u(z) = $(€0)。 口 
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第 九 章 平面 复 势 


本 章 主要 介绍 解析 北 数 在 平面 定常 向 好 场 的 应 用 。 
所 谓 平面 向 最 场 ,是 指 这 个 向 最 场 中 的 所 有 向 最 都 与 某 
个 平面 r 平行 ， 并 且 在 乘 下 于 这 平面 x 的 直线 上 每 一 
点 处 ， 场 中 的 向 最 都 彼此 相等 。 如 果 场 中 的 向 最 都 是 与 
时 间 无 关 的 ， 则 称 之 为 平面 定常 向 最 场 (如 图 9-1 所 
卉 。 显然， 只 需要 了 解 位 于 平面 中 的 向 最 场 的 分 布 
就 可 以 了 。 NR 

不 过 在 下 面 的 讨论 中 ， 当 我 们 提 到 平面 上 点 20 、 
曲线 、 区 域 D 时 ， 应 当 想 象 为 空间 过 点 ao 与 该 平面 乘 直 的 直线 、 以 全 为 准 线 的 直 标 
面 、 以 DD 为 底面 的 直 柱 体 。 


89.1 平面 向 量 场 的 基本 概念 


一 、 平 面向 量 场 的 表示 法 
由 于 平面 向 最 场 中 的 向 最 只 有 两 个 分 量 ， 我 们 可 以 利用 复数 米 表 示 。 设 有 平面 向 址 
场 4= 4zi+ 4yj, 其 所 在 平面 取 为 复 平面 ,由 村 场 中 的 点 可 用 复数 > = z +iy 来 表示 ， 
则 场 中 各 点 处 的 向 项 可 用 复 变 消 数 表示 为 
A= 4(z) = 4z(z,y) + Ay(z,y) i。 
反之 ， 车 有 一 复 变 哨 数 w = wu(z,y) +iv(z,y), 也 可 作出 
相应 的 平面 向 基 场 
YW = ua(z,2)i+u(z,y)j。 
例 9.1 考虑 某 一 江面 上 水 在 某 时 刻 的 流速 场 。 假定 在 江面 上 pm 
取 定 坐标 系 zoy, 将 江面 上 任意 一 点 P 的 速度 u 的 两 个 分 量 记 
为 vz(Z,y) 与 w(z,3y)， 则 有 速度 向 量 u = vz(z,y)itvy(Zz,y)j。 图 9-2 
它 可 以 用 复数 


y 
4 


v= vz(z,y) +ivy(z,y) 
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来 表示 (图 9-2) 。 
- 般 地 ， 不 可 压缩 (密度 均匀 、 不 随 奈 力 改变 ， 不 妨 设 密度 p = 1) 的 流体 的 平面 定 
常 流速 场 
三 oz(z, 人 i++ty(z, 
可 川 复 变 隆 数 
v= vz(T,Yy) +ivy(z,y) 
米 表 示 。 
由 丁 复 变 罗 数 的 产生 和 发 展 与 流体 力学 是 密 不 可 分 的 ， 下 面 我 们 将 以 不 可 不 缩 的 流 
速 场 为 例 ， 介 绍 平面 定常 向 基 场 中 的 基本 概念 。 


二 、 流 量 与 环 量 

假设 不 可 斥 缩 的 流体 在 复 平面 上 某 一 区 域 D 内 流动 ， v(z) = wz(z,g) +ivy(z,y) 表 
示 点 z €E D 处 的 流速 ， vz(z,y) 与 vy(z,y) 分 别 表示 v(z) 的 水 平 及 乖 直 流速 分 最 ， 并 且 
都 是 连续 可 微 的 函数 。 

设 工 为 区 域 D 内 从 点 4 刘 B 的 正 向 按 段 光滑 的 简单 曲线 。 人 
现在 我 们 考虑 流体 在 单位 时 间 内 流 过 工 的 流体 质 城 ， 即 所 谓 流 家 
最 ; 以 及 单位 时 间 内 流体 治 工 旋转 的 质 址 ， 即 所 谓 环 址 。 为 此 ， ds 


在 二 上 取 弧 微 元 ds, 在 其 上 任 一 点 M 处 作 单位 切 向 域 7 (与 


4A 
正 向 相同 ) 及 单位 法 向 其 n (在 切 向 最 r 右 侧 ) (如 图 9-3 所 示 ) 。 
则 有 图 9-3 
r= 至 +i 型 ， n=-ir= 谋 -i 至 . 
首先 ， 单 位 时 间 内 流 过 ds 的 流量 应 为 dN = vnd s, 其 中 mn 为 v 在 法 向 量 n 上 
的 投影 。 于 是 ， 单 位 时 间 内 流体 流 过 工 的 流 最 为 N = | vnds。 若 v= {vz,vy}, n= 
L 
{ 坚 ,- 竺 } 和 向 最 内 积 运算 ,有 有 
Vn 三 了 1 人 Vv dy v, dy 
村 ae vds 
所 以 
d dz 
N= | (= wy 3 )as, 
即 
N= wav- was. (9.1) 


如 果 v 与 n 夹 锐角 ， 则 流 基 为 正 。 
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同样 ds 上 的 环 地 为 dr = w ds, 于 是 上 的 环节 为 了 = | as- 和 
7={ 息 , 疙 和 向 晤 内 积 运算 , 有 


Te a 

Vr=v:T=Ve a vy de 
所 以 

FE | 人 至 +w 型 )as 
即 


r= | uzdz+uydy。 (9.2) 
L 
如 果 v 与 7 夹 锐角 ， 则 环节 为 正 。 
我 们 称 荆 +iN 为 复 环流 ， 并 且 由 (9.1) 式 及 (9.2) 式 可 得 
T+iN= | (ve -iuy)(dz+idy) = | v2) dz, 
也 L 
其 中 (2] 称 为 复 速度 。 


三 、 散 度 与 旋 度 


1. 散 度 
定义 9.1 设 平面 向 量 场 4 = Az(Z,y) 二 iAy(Z,y), 且 Az(z,y) 、Ay(z,y) 具有 一 阶 连续 
偏 导 数 ， 则 称 


为 向 量 场 v 的 散 度 ， 记 作 


考虑 区 域 D 内 稳定 流动 的 不 可 压缩 的 流体 速度 场 v(z) = vz(z,y) + iuw(z,y)， 
(1) 如 果 divv(zo) > 0, 则 称 点 zo 是 “ 源 点 ”"， 表 示 源 的 强度 ， 此 时 流体 流出 人 杆 流入 ; 
(2) 如 果 divv(zo) < 0, 则 称 点 zo 是 “ 洞 点 "， 表 示 洞 的 强度 ， 此 时 流体 流入 人 于 流出 ; 
(3) 如 果 divu(zo) = 0, 则 点 0 既 不 是 “ 源 点 ”"， 也 不 是 “ 洞 点 ” 此 时 流体 流出 与 流入 达 
到 平衡 ; 
(4) 在 区 域 D 内 ， 如 果 divv = 0, 则 称 v 是 D 内 的 无 源 场 或 管 基 场 。 
若 在 区 域 D 内 任 作 一 正 向 简单 闭 曲 线 C, 则 此 时 流体 流 过 C 的 流 二 为 
N= fmay -wdz. 
利用 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 实 变 最 郑 数 积分 的 格林 公式 可 知 : 


芭 Bus eu J i 
N 人 ht )dzdy= mde (9.3) 


Mt 


其 中 C(D) 为 C 所 围 区 域 。 显 然 ， 如 果 N > 0, 表明 C(D) 内 有 “ 源 点 ”; 如 果 N < 0, 表 
明 C(D) 内 有 “ 洞 点 ”; 如 果 N = 0, 则 表明 C(D) 内 妈 无 源 义 无 洞 ， 此 时 流体 的 流入 与 流 
出 达到 平衡 。 

2. 旋 度 
定义 9.2 设 平面 向 量 场 入 = 4z(z,y) +i4y(z,y), 且 4z(z,3)，4y(z,y) 具有 一 阶 连续 偏 
导数 ， 则 称 


OAy _ 94 
Dr Oy 


为 向 量 场 4 的 旋 度 ， 记 作 rot 4。 
考虑 区 域 D 内 稳定 流动 的 不 可 压缩 的 流体 速度 场 v(z) = vz(z,y) +ivy(z,y)， 
(1) 如 果 rotv(zo) 关 0, 则 称 点 zo 是 “ 涡 点 ”; 
(2) 如 果 在 区 域 D 内 ， rotwv = 0, 则 称 v 是 无 旋 场 或 势 晤 场 。 
若 在 区 域 D 内 任 作 一 止 向 简单 闭 曲 线 C, 则 此 时 流体 流 过 C 的 环 基 为 


r= | vedz+wdy 
2 


Ov, 
= ( 禾 - 况 )aea 


= ji drs (9.4) 
CD) 
本 是 由 (9.3) 式 ， (9.4) 式 ， 流 体 在 D 内 作 无 源 、 无 洞 、 无 旋 的 流动 ， 其 充 要 条 件 为 
T+iN= | vz)dz =0, 
Ss 
从 而 ， 根 据 第 三 章 的 摩 瑞 拉 定理 ( 例 3.10), v2) 是 D 内 的 解析 消 数 。 


四 、 复 势 


定义 9.3 如 果 在 D 内 存在 解析 函数 /(z), 使 P(z) = VC2),， 则 称 f(z) 为 此 函数 的 复 势 。 
设 D 是 单 连通 区 域 ， zo, z € D, 则 由 定理 3.6， 


190= | a:. 


zo 


设 有 一 流动 的 复 势 f(z) = 9(z,y) +iy(z,y), 其 中 9(z,y) 称 为 流动 的 势 消 数 ，w(z,y) 
称 为 流动 的 流 孙 数 。 Xz,y) = C1 与 Vz,y) = Cz (C1，C2 分 别 为 常数 ) 分 别称 为 势 线 和 
流 线 。 

由 推论 2.6 可 知 ， 势 线 8(z,y) = Ci 与 流 线 y(z,y) = C2 是 相 妇 正 交 的 曲线 族 。 

显然 ， 无 源 、 无 洞 、 无 旋 的 流动 ， 必 然 存 在 复 势 。 并 用 流动 的 速度 v 与 复 势 的 关系 
f(z) 为 v= Fz) 从 而 
四 = argv= ~argf"(z2). 

由 于 利用 复 势 求 复 速度 只 需 岂 到 求 导数 ， 并 且 利 用 复 势 可 以 统一 研究 流 销 数 与 势 铺 数 ， 
也 容易 求 得 流 线 与 势 线 ， 进 一 步 了 解 流动 的 情况 ， 因 此 利用 复 势 米 刻 画 流动 更 为 方便 。 
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例 9.2 设 一 平面 流速 场 的 复 势 f(z) = az (a > 0 为 实 常数 )， 
试 求 该 场 的 速度 、 势 线 和 流 线 。 
解 : 由 丁 P(z) = a, 所 以 场 中 任 一 点 处 的 速度 v= (2) = a， 
凤 速 度 向 黄 都 平行 于 实 轴 ， 指 向 止 的 一 方 其 人 小 为 a。 

势 图 数 ” gz,g) = ar， 热线 为 z= 1， 

流 函 数 ”w(z,y) =ay， 流 线 为 y= C2。 

该 场 的 流动 图 像 如 图 9-4 所 示 , 它 刻画 了 流体 以 等 速度 
a 从 左 向 右 流动 的 情况 。 
例 9.3 设 复 势 为 f(z) = 22， 试 确定 其 速度 、 势 线 及 流 线 。 
解 : f(z) = 2z, 其 速度 为 v(z) = 万 (G] = 25。 由 

f(2) = (2 —y)+22yi, 


可 得 
势 卫 数 。 G2) = 开 一 访 ， 
势 线 为 ”到 -只 =CU 
流 浮 数 vw(z,y) = 2zy， 

流 线 为 zy = Cz。 
该 声 的 流动 图 像 如 图 9-5 所 示 

例 9.4 设 流动 的 复 势 为 1(z) = -LT 试 求治 圆周 C : |> - 1 = 二 的 流量 及 环 量 


解 : 设 流 二 为 N, 环 十 为 了。 由 丁 z = -1 在 C 的 外 部 ， 故 
T+iN= | f(z)dz 
a 


本 | 一 2 
一 je+ize=Ii 


3 一 2z 
= mile| Geo = 
即 得 T=0,N =0。 


89.2 面 静电 场 与 热力 学 中 的 复 势 


一 、 平面 静电 场 
设 静 电场 所 在 平面 为 复 平面 ， 场 强 向 企 为 
E= Ez(z,y) +iE,(z,y). 
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根据 电学 理论 , 如果 场 内 没有 带电 体 ， 则 静电 场 即 是 无 源 场 、 义 是 无 旋 场 。 由 上 节 可 知 ， 
场 EE 必 有 复 势 。 因 此 利用 复 势 研究 平面 静电 场 较为 方便 ， 但 是 与 流速 场 不 同 的 是 ， 静 电 
场 问 题 中 使 用 另外 一 些 记号 和 术 庄 。 下 面 我 们 米 构造 静电 场 的 复 势 。 

由 于 场 EE 是 无 源 场 ， 则 有 


ip_ OE: Ob _ 
divE= 下 十 7 =0, 
即 
OE: _ _9E, 
Or 2 


由 《高 等 数学 》 或 《数学 分 析 》 中 的 知识 可 知 ， 在 单 连通 区 域内 必 存 在 某 一 一 元 实 邱 数 
u(z,y), 使 


du(z,y) = 妇 dz+ 便 ty= -可 dz+ 杞 dy。 
故 在 等 信 线 ulzwy) = Cl 上 , 有 
Ea 
忠 =- 笑 -= 痕 . (9.5) 
oy 


(9.5) 式 说 明 在 等 值 线 u(z,y) = Ci 上 任 一 点 处 ， 场 强 向 大 已 与 等 值 线 相 切 。 于 古称 此 等 
值 线 为 电力 线 ， 此 函数 u(z,y) 称 为 力 晴 数 。 
义 由 于 场 妃 是 无 旋 场 ， 所 以 


_ OE, OE 
i 
即 
OE, _ OE: 
Br HW 


从 而 在 单 连通 区 域内 必 存 在 某 一 二 元 实 沙 数 v(z,y), 使 
dv(z,y) = —Erdz — Eydy. 
于 是 在 等 值 线 v(z,y) = Cs 上 , 有 


站 Du 
Ez 
Vy 一 -名 = (9.6) 
[2 


(9.6) 式 说 明 场 强 向 最 与 该 曲线 的 法 线 相同 。 于 是 称 此 等 值 线 v(z,y) = C2 为 等 势 线 ， 
此 消 数 v(z,y) 称 为 势 孙 数 。 显 然 ， 力 线 与 等 势 线 是 正 交 的 。 
综 上 所 述 ， 如 果 已 是 单 连通 区 域 D 上 的 无 源 无 旋 场 ， 则 力 抑 数 w(z,y) 与 势 函 数 
v(z,y) 满足 C-R 方程 
Wm 
Hr 2 WW 到 
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并 日 ww v 是 可 微 的 ， 从 而 前 数 f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) 是 一 个 解析 函数 ， 称 为 平面 静电 
场 的 复 势 。 
由 于 


Ov i 
f(z) = 名 i 人 = iE = iB -iB,) =-iB, 


好 已 = iF(z), 从 而 有 
IEI=IAl ArsB=-[S+Are7()]. 
场 蝇 向 晤 已 沿 简单 闭 曲 线 C 的 环 训 为 
r= | eu = | eaz + Edy, 


等 于 单位 电荷 洛 简单 例 曲 线 移动 时 场 E 所 做 的 功 ， 并 县 永 近 等 于 0。 
场 蝇 向 址 妃 通过 闭 曲 线 C 的 流 基 为 
N= | aas = | gay — Edz, 


根据 芳名 的 高 斯 (Gauss) 定理 ， 它 等 于 分 布 在 C 内 部 的 电荷 的 代数 和 乘 以 2rr。 
例 9.5 求 一 条 具有 电荷 线 密度 q 的 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 线 卫 所 产生 的 静电 场 的 复 势 . 
解 : 取 复 平面 乘 直 于 工 , 县 工 过 原点 。 由 丁 导线 为 无 限 长 , 因此 短 直 于 复 平面 的 任何 直线 
上 各 点 处 的 电场 强度 是 相同 的 ， 义 由 村 导线 上 关于 复 平面 对 称 的 两 带电 微 元 段 所 产生 的 
电场 强度 的 琵 直 分 其 相 吉 抵消 ， 只 剩 下 与 复 平面 平行 的 分 其 。 因 此 ， 静 电场 为 平面 场 。 

在 复 平面 上 任 取 一 点 P(z,y) ( 即 z 生 , 此 点 处 的 场 蝇 向 其 为 。 在 工 上 任 取 一 微 元 
段 dh, 其 带电 最 为 gdh。 可 将 电荷 gdh 看 作 是 集中 于 三 上 点 M 处 的 点 电荷 。 根 据 库仑 
定律 ， 微 元 段 dh 在 点 P 处 产生 的 场 强大 小 为 

al- 二 
其 中 = V 开 十 哎 = |z|,h 为 点 M 的 高 度 。 因 为 B 在 复 平面 上 ， 根 据 电 学 营 加 原理 ， 
它 的 人 小 等 于 dE 在 复 平面 上 投影 之 和 ， 妈 
1% gcosg 本 


| 可 = [aamese = | 2 


其 中 9 为 向 其 dE 与 复 平面 的 夹 角 。 由 于 疡 = rtanb, 丁 是 


rdg 1 ceos20 
dm rm 
所 以 
| 可 = | cos0dg -= 2 
一 要 rT 
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从 而 Pa) = -i 忆 = -2 所 以 场 的 复 势 为 
Ja = 2giLnl +C。 
于 是 ， 力 因数 与 势 阴 数 分 别 为 
ulz,y) = 2gArgz+Ci， vz,y) = 24 入 站 名: T 了 


加 
该 场 的 图 像 如 图 9-6 所 示 。 


二 、 在 热力 学 上 的 应 用 图 9-6 
设 企 一 个 只 有 均匀 导热 率 K (常数 ) 的 物体 中 , 热 在 平行 于 复 半 面 的 所 有 
布 相同 ， 而 有 具 流动 状态 是 定常 的 ， 即 温度 的 分 布 与 时 间 无 关 。 若 几 T(z,y) 表示 
点 z 三 T 十 亡 处 的 温度 ， 则 在 该 点 处 的 热流 向 大 为 
Q=— KegradT(zr,y) 


=Qz +iQy 
如 果 在 菜 一 区 域 D 内 没有 热源 ， 则 场 @ 是 无 源 场 ， 有 
do 人 -0 
以 -去 乘 上 式 再 移 项 可 得 


2(- 去 2) (去 


Dr oy 
所 以 必 存 在 某 一 二 元 实 消 数 u(z,y), 使 
duc 切 = -去 0odz+ 关 0edy (7) 
于 是 在 等 值 线 u(z,y) = Cl 上 ,有 
Du 
dy__ 本 -8 
到 
Wy 


上 式 说 明 在 等 值 线 u(z,y) = C1 上任 一 点 处 ， 热 流向 基 8 与 等 值 线 相 切 。 通 常 称 此 等 值 
线 为 流 线 ， 郑 数 u(z,y) 称 为 热流 函数 。 
义 由 于 五 为 常数 ， 则 场 Q 是 无 旋 场 ， 所 以 


rotQ = 人 -全 = 


以 -去 乘 上 式 再 移 项 可 得 
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从 而 必 存 在 某 一 一 元 实 消 数 v(z,y), 使 
dv() = 一 让 Qedz 一 站 Qudy (9.8) 


于 是 在 等 值 线 v(z,y) = C2 上 , 有 


Ov 
EE 
dz WwW 0, 
oy 


因而 在 等 值 线 v(z,y) = C 上 任 一 点 处 ， 热 流向 最 @ 与 等 值 线 v(z,y) = C2 的 法 线 相 重 
合 。 通常 称 此 等 值 线 为 等 势 线 , 活 数 v(z,y) 称 为 势 函数 。 显然, 流 线 与 等 势 线 是 正 交 的 。 
根据 (9.7) 式 及 (9.8) 式 可 得 
Ou 1， bu gu -1o.-_ Bu 
BRO WW KK ar 
这 说 明 消 数 uv 满足 C-R 条件， 并 且 wv 是 可 微 的 ， 从 而 销 数 
f(2) = u(x,y) +iv(z,y) 
是 一 个 解析 消 数 ， 称 f(z) 为 热流 向 莽 场 的 复 势 。 
由 于 
1 由 = 器 ti 他 =- 让 Qi 计 Q:=- 计 i(8: -i8) =- 二 iQ， 
故 @= -Ki 从 而 有 |Q| = |Kf'(z)|。 


习 题 九 


1. 已 知 革 流动 的 复 势 为 f(z) = (z 十 让?, 求 流动 的 速度 ， 以 及 流 线 和 势 线 。 

2. 设 流体 的 水 半 及 垂直 分 速 分 别 为 y 和 z, 求 复 势 并 讨论 流动 。 

3. 己 知 势 函数 9(z,y) = Z 十 y, 求 复 势 并 讨论 流动 。 

4. 着 复 势 为 册 = Ln(z2 十 和 十 3iLnz, 求 沿 闭路 |z| = 3 的 环 址 7 及 通过 该 闭路 的 流 基 N 。 
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第 十 章 积分 变换 的 一 些 应 用 


在 这 一 章 中 ， 我 们 主要 想 介绍 拉 普 拉 斯 变换 及 傅立叶 变换 在 解 常 微 分 方 穆 、 积 分 方 
程 及 数理 方程 中 的 一 些 应 用 ， 同 时 我 们 也 将 傅立叶 变换 在 信息 及 通讯 领域 中 的 应 用 作 一 
简单 的 介绍 。 


810.1 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 


拉 普 拉 斯 变换 重要 应 用 之 一 是 求解 线性 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 (将 在 810.3 中 讨论 ) 
及 某 些 积分 方程 的 特 解 。 其 求解 方法 大 致 包括 以 基本 步 絮 : 

(1) 对 于 变 其 郊 数 的 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 (连同 初始 条 件 或 边界 条 件 ) 得 到 一 个 像 
疯 数 方程 ; 

(2) 解 像 阔 数 方程 ， 得 到 变 姑 的 像 疝 数 ; 

(3) 对 像 了 数 求 逆 变 换 ， 求 得 方程 的 解 。 


一 、 解 常 系数 线性 微分 方程 
例 10.1 求 
Y+y=aut-b (b>0) 
满足 初始 条 件 (0) = yo 的 特 解 . 
解 : 令 Y(s) = Cly(2)]s 则 CIy'(t)] = sY(s) ~ yo, 
syY(s) -yo +Y(s) = Clu(t —b)] = le = 
于 是 ， 


yo 


Y(s) = Yo 1 -ie-bl_。-o i 


1 
s+1t str)° tl 


由 于 Cle-9= 二 Llu(t - 吕 = eml, 


Llult be- = e-file =e-s_l 
[u(t — b)e ]=e Le)=e "TT, 
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y(t) = CI[7(s)] =u(t —b) — u(t — be (tt) + yoet 


< _ fye- 0<t<b 
1+ (yo -er)e-t > 


例 10.2 求 满足 微分 方程 
y(t) +y(t) = sint 
并 满足 初始 条 件 V(0) = 0, Vy (0) = 一 的 解 。 
解 令 Y(s) = Cv(D)]. 由 于 
Cly"(O = #8) ~ sy(0) —y(0) = #2Y(9) + 
故 对 原 方程 两边 同 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 


s2Y(s) 十 到 十 Y(s) = TH 
即 
1 ;| 
Y(9) = Ts 31+ 
由 于 = 二 是 [于 3 仅 有 的 两 个 奇 点 而 且 是 二 级 极点 ， 故 
轩 1 1 Ca 1 
le -去 | pe 
a} 
-he Eee 十 Res [ 
-jcint 一 teosth 
从 而 ， 


y= £0)] = $sint ~ toost) 一 $sint = Btcost 
二 、 解 积分 方程 
例 10.3 求 满足 方程 
t 
v-+4| vdt=t 
0 
且 满足 y(0) = 0 的 特 解 。 
解 : 令 了 (s) = Cby(]。 则 
t 
LO = 7() -y(0) =sY(s), £ | soa | = ro。 
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丁 是 ， 我 们 得 到 
a7(9) -4 (9) + 2Y() = 证 , 


即 
| 1 ,1 
YO M+ (a 
内 此 ， 
-Lec-l| -Le-|_L -| 
?的 =4 旧 2 [二 由 人 [ei 
i 
二 Ey +te”。 


例 10.4 解 积分 方程 
t 


v(t) = sint 一 2 | y(T) cos(t — 7)d 7. 
0 


解 : 解 此 方 种 要 用 刘 拉 普 拉 斯 变换 的 卷 积 性 质 。 令 了 (s) = CBy(b。 则 
Y(s) =Clsint] — 2Lly(t)]C[eosd] 
L 2s 


-I 1+). 


故 Y(5)= TT J 是 WD)= C(O = te 

从 以 上 三 个 例子 可 以 厂 出 ， 州 拉 济 拉 斯 变换 法 解 微分 方程 或 积分 方程 只 有 以 下 儿 个 
优点 : 

(D 求解 过 程 规范 ， 便 于 在 工程 技术 中 使 用 ; 

(2) 当初 始 条 件 全 部 为 零 时 (这 在 工程 中 是 党 常会 轴 到 的 ), 用 拉 普 拉 斯 变换 米 解 方 各 
就 会 显得 特别 简单 ， 而 用 经 典 的 方法 求解 却 不 会 因此 而 变 得 简单 ， 

(8) 当 方程 中 的 龙 齐 次 项 (在 工程 中 称 为 输入 省 数 ) 具有 跳跃 点 而 不 可 微 时 ， 用 经 典 
的 方法 求解 是 很 困难 的 ， 而 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 却 不 会 因此 带 米 任何 的 困难 ; 

(4) 在 实际 计算 中 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 表 米 求 一 些 浮 数 的 像 原 浮 数 这 就 使 得 求解 广 
种 变 得 更 加 方便 。 


810.2 ”傅立叶 变换 在 通讯 领域 中 的 应 用 


在 信号 处 理 中 ， 我 们 采 几 数字 滤波 器 ， 傅 立 叶 变 换 等 上 有 只 将 信号 转化 为 数字 ， 然 后 
用 计算 机 对 它们 进行 分 析 。 

信号 有 连续 时 间 信 号 和 离散 时 间 信号 之 分 ， 相 对 应 的 傅立叶 变换 就 有 连续 的 傅立叶 
变换 (在 第 八 章 中 已 介绍 过 ) 和 离散 的 傅立叶 变换 。 限 于 篇 幅 ， 我 们 无 法 引进 离散 傅立叶 - 
变换 这 个 概念 。 卜 面 ， 我 们 将 按 通 信和 领域 中 的 术 诸 重新 给 出 与 傅立叶 变换 相关 的 一 些 名 
称 。 
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信号 z(t) 的 傅立叶 变换 
+oo 
F[z(t)] = F(w) = | z(tje ivtdt, -2% <w<+% 


称 为 信号 z(t) 的 频谱 。 频 谱 F(w) 可 以 表示 为 
F(w) = A(w)e'?), 
其 中 4(w) = |F(w)| 称 为 信号 z(t) 的 振幅 谱 ， 9(w) 称 为 信号 z(t) 的 相位 谱 而 S(w) 
= |F(w)? 则 称 为 能 其 谱 密 度 。 
由 于 当 z(t) 在 (-2o,+oo) 内 连续 时 ， 有 
十 co 
z() = 去 [re dw, 
故 信号 z(t) 与 它 的 频谱 F(w) 有 一 一 对 应 的 关系 ， 也 就 是 说 ， F(w) 是 z(t) 的 傅立叶 逆 
设 及 (), fz(t) 是 定义 在 区 间 (-oo,+co) 上 的 两 个 不 同 的 冰 数 昌 对 任意 te (-co,+co)， 
+oo 
| ae+rolar<te 
则 函数 
+o0 
R12(t) = 此 fi(D)folr+t)dr 


称 为 函数 及 (), 所 (t) 的 如 相关 函数 。 
当 f(t) = f(t) = f(t) 时 , 


to0 
R(t)= | f(T)f(r+t) dr 


称 为 f(t) 的 白 相关 明 数 。 

根据 羡 ( 白 ) 相关 函数 的 定义 及 傅立叶 变换 的 卷 积 性 质 ， 我 们 有 下 面 的 一 些 性 质 : 
(1) RG) = R(-t); 
(2) 若 RR2(t) 或 Rai(t) 中 有 一 个 为 偶 畏 数 , 则 另 一 个 也 为 偶 畏 数 , 而 匡 Riz(t) = Rai(t); 
(3) F[R12(t)] = FIA FIP(b]。 
例 10.5 求 f(t) = u(t)je-% (a > 0) 的 振幅 谱 ， 相 位 谱 及 自 相关 函数 。 


解 : 由 于 


十 oo a 1 
F(w) = 上 everiotdt= i -~% <w <+to0, 
所 以 ， 
Alw) = |F(w)| = A 0(w) = Arg(a ~ iw)。 
由 白 相关 函数 的 定义 ， 


+eo +oo 
R(t) = | f(T)f(r+t)dr= | eotu(t+T)e-°(tr) dr 
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当 t>0 时 ，uwt+Tr)=1 Yre(0+oo), 故 


RD = | eee dr = Be 
当 t<0 时 ，w(t+7) =0, Yr€ (0,-t), 村 是 


RD) = | -are-alttn dr = 去 so 
从 而 ， RD = 二 eol Vte (~o0,+o0), 
例 10.6 如 图 10-1 是 一 个 采样 器 设 采样 角 频 率 为 wo = 23， 采样 宽度 为 。 设 栓 入 信号 
为 z(t), 则 通过 采样 器 后 的 输出 信号 为 y(t) = 67(t)z(t)。 由 图 10-1 (b) 可 知 ， 
1 kT<t<kT+T 
67(t)= . 
其 他 
设 拓 (四 = 里 oneieob 其 中 


n=-o0 


67(t) 
z(t) y(t) 
~ We :和 
(a) (b) 
图 10-1 
3 和 inwor 
1 -inwot qt = 1 -inwotqt = 1—® bd 
re ‘ar=3 |e de 
于 是 ， 采 样 器 的 输出 信号 为 
yO) =z(t)7() = 入 se 
y(t) 的 频谱 为 
Y(w) = Fly(t)] = SR 一 or hs inwote ~iwt 
W=h= > mr zero dt 
2 1—e-inwr A 
= > rf)e inwot] 
A 1—e-inwr 
2 TT Xo neo), 


这 里 ，X(w) = F[z(t)], X(w — nwo) = F [z(t)ei™eot]. 
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810.3 ”积分 变换 与 数理 方程 


一 .简介 

数理 方程， 实际 上 就 是 把 一 些 特定 的 物理 现象 由 纳 成 微分 方程 ， 这 些微 分 方程 遂 营 
含有 儿 个 白 变 基 ， 而 方程 中 的 元 素 是 多 元 沙 数 及 它们 的 偏 导 数 的 组 合 ， 所 以 这 种 微分 方 
各 称 人 分 方 和 .比如 见 们 玫 理 太 和， 

(D 一 维 波动 方程 中 =o 有 ，(e 是 常数 ) 。 它 的 模型 二 这 样 的 : 将 一 根 均匀 
乘 钦 的 细 沪 ， 平 衡 时 沿 直 线 拉 紧 而 且 除 受 不 随时 间 而 变 的 张力 作用 及 站 本 身 的 亚 力 外 ， 
不 受 外 力 影 响 。 设 心 一 端 半 定 在 原点 ， 另 一 端 轩 定 在 = 处 。 然后 给 鉴 一 个 微小 的 横向 
振动 ， 而 且 沪 上 的 点 沿 重 直 于 z 轴 的 方向 运动 。 这 时 ，u = u(z,t) 表示 在 + 时刻， 在 中 
上 一 点 z 处 振动 的 位 着 。 它 们 的 关系 由 上 述 的 偏 微分 方程 确定 。 

(2) 拉 济 拉 斯 方程 和 二 和 = 0.。 它 表明 了 无 源 静 电场 中 在 某 点 (z, 处 电位 应 满 


足 的 条 件 。 此 式 表明 ， u(z,y) 是 一 个 调和 函数 。 

(3) 热传导 方程 。 

一 块 有 温度 的 物体 ， 如 果 体 内 每 点 温度 不 相同 ， 则 在 温 度 较 商 的 点 处 的 热 贡 就 要 向 
温度 较 底 的 点 处 流动 ， 这 种 现象 就 是 热传导 。 许 多 热传导 的 问题 都 可 归结 为 求 物体 内 温 
度 的 分 布 。 通 过 物理 实验 及 应 用 热力 学 中 的 有 关 原 理 ， 我 们 可 以 导出 细 杆 、 薄 板 的 内 部 
温度 分 布 函 数 几 = u(z,t) (或 w= u(z,y,t)) 所 应 该 满足 的 方程 为 


pe (一 维 热传导 方 秽 ， 
营 -e( 跨 + 号) ( 维 热 传 方 卫 。 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 举例 说 明 以 上 三 类 方程 是 怎样 米 求解 的 。 


二 、 数 理 方程 的 初始 条 件 与 边界 条 件 

人 在 一 、 简 介 中 所 刻 的 方程 所 描述 的 物理 现象 ， 总 是 与 某 时 刻 的 状态 并 利 此 时 刻 以 前 
的 状态 有 关 ， 从 而 就 与 初始 状态 有 关 。 因 此 ,除了 建立 方程 以 外 ,还 需 列 出 它 应 满足 的 内 
体 条 件 ， 这 些 条 件 应 该 能 够 说 明 某 一 具体 的 物理 现象 的 初始 状态 以 及 在 边界 上 的 约束 情 
况 。 几 以 说 明 边 界 上 的 约束 情况 的 条 件 ， 就 称 为 边界 条 件 。 对 于 弦 振 动 问题 米 说 , 初始 条 
件 是 琉 在 开始 时 刻 的 位 移 及 速度 。 以 w(z)，y%(z) 分 别 表 示 初 位 移 和 初速 度 ， 则 初始 条 件 


可 表示 为 
稿 = 0(z) 
Du 
天 -oo， 


拉 普 拉 斯 方程 是 描述 稳 恒 状 态 的 物理 现象 的 偏 微分 方程 ， 与 初始 状态 无 关 。 
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对 热传导 方程 米 说 ， 初 始 条 件 是 指 在 开始 时 刻 物 体温 度 的 分 布 情况 。 若 以 wz) 表示 
细 棒 在 上 = 0 时 z 点 处 的 温度 ， 则 热传导 方程 的 初始 条 件 是 uli=o = 9(z)。 
我 们 调 米 看 边界 条 件 。 对 于 上 类 方程 而 言 , 最 简单 的 边界 条 件 就 是 给 出 u(xz.y) 
在 物体 边界 上 的 值 。 例 如 ， 对 于 振动 问题 米 说 ， 过 欠 条 从 
ulz=0 =0, ulz=!=0 
可 表示 为 长 度 为 ! 的 疙 在 作 振动 时 ， 两 端 同 定 不 动 。 对 丁 其 它 类 型 的 数理 方程 ， 根 据 实 
际 情况 也 可 以 提出 具体 的 边界 条 件 ， 人 在 这 里 就 不 一 一 次 述 。 


三 、 例题 
例 10.7 考虑 半 无 界 弦 的 运动 ， 作 用 在 它 上 面 的 外 力 为 f(t) = coswt (w 为 常数 ) 一 端 保 
持 静 止 而 另 一 端 允 许 沿 重 直 方向 自由 运动 。 如 果 弦 开始 时 静止 ， 弦 的 运动 可 归结 为 下 列 
定 解 问题 : 


+ sw 0<z<+eot>0 
Ou 

ulte=0 = 0, 豆 [ES = 

d=0 =0, ,lm PE =0 
求 u(z,t)。 
解 :根据 此 偏 微 分 方程 列 出 的 初始 条 件 和 边界 条 件 米 五， 把 u(z,t) 看 作 t 的 多 数 作 拉 泗 
拉 斯 变换 较为 合适 。 

令 Ul(z,s) = Clu(z,)]。 则 
< 器 | =s?U(z, s) 一 su(z,0) 一 用 el = s2U(z,s)， 


Ou tp PU 
器 | = | B® tdt= Es 
于 是 ， 对 此 方程 两 边 同 时 作 拉 普 拉 斯 变换 得 : 
a 
A A a B+ (10.1) 
oo=o ,lim GM = 


(10.1) 式 是 一 个 关于 z 的 两 阶 线性 微分 方程 ， 它 的 解 为 


U(z,s) = A(w)je 和 +B(w)e- 竺 + 5 
于 是 ， 由 (10.1) 式 得 到 : 
1 
A=0, B= CE 
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所 以 ， 


1 Di 
Ut) = rT) 
注意 到 ， 
我 们 得 到 
1 a 
Ul(z,t) =C-i[rr(lz,s] = 吝 sin 学- [ts | 
2 wt 
= 训 sin? 一 u(t 一 in ds 2) 
六 Bin i, t22 
| z 
训 sn? 字 ， t<E. 


例 10.8 ( 中 子 的 减速 问题 ) 在 无 限 介质 中 放置 有 中 子 源 ， 以 u(z,T) 表示 每 单位 体积 在 
达到 年 代 T 时 ， 每 单位 时 间 内 所 含 中 子 的 数目 ， 于 是 u(z,7) 由 下 面 的 方程 确定 : 
名 = = 党 + 6(z)6(7) (10.2) 
ul(z,0) = 的 


lim wu(z,7) = 0, 
|zj 一 +oo 


其 中 6(z)6(r) 表示 源 函 数 。 求 u(z,T)。 
解 : 令 U(w,r) = Fu(z,r)]。 由 于 
FI5(z)] = 1, z| 品 ] = (iw)2U(w,r) = -wzU(w,)， 
所 以 ， 对 (10.2) 式 两 边 同 时 取 全 立 叶 变 换 可 得 : 
Ea + s2U = 6(7)。 (10.3) 


(10.3) 式 是 一 个 含有 s 的 偏 微分 方程 。 若 s 同 定 并 利 内 初始 条 件 U(w,0) = Fi(z)] = 1 
我 们 可 以 得 到 (10.3) 的 解 为 


U(wr) =e- (@ + 六 “5(t)d 中 > (10.4) 
由 于 


| et6(t) dt = lim | et6.(t) dt, 
2 jo 
-155— 


其 中 


二 0O<ti<e 
dlt) = dE 
0 t<0,t>e, 


而 当 7 > 0 时， 可 到 任意 小 ， 使 得 e < r, 所 以 
[eat= lim ela. 
0 cor Jo < 


于 是 (10.4) 式 可 以 表示 为 
2e- rT>0 
Ulw,7) = { 
1 


碍 傅 立 叶 积 分 表 求 出 U(w,7) 关于 w 的 逆 变 换 u(z,7) 为 
+eo 


az 让 ) -rowm= 二 | Do,rjeivzdw 


习 题 十 
1. 解 下 列 常 微分 方程 : a 
(Dy -2y -3y=2t+1, vy(0) = 3 V(0)= -5; 
(人 -y=e7, y(0) =y(0) =y"(0) =0. 
求 下 列 积分 方程 的 解 : 
(1) 4 十 4 十 | ydt=1-e-$, y(0) = 0; 
0 


» 


, 
(2) f(t) = 2t— re sin(z —t)dz. 


3. 已 知 某 信 号 的 相关 函数 为 R(T) = je-2h (a > 0), 求 该 信号 的 能 基 谱 帘 度 S(w)。 
4. 设 


2 0<t<a 1 0<t<sa 
f(t)=y0 ， falt) = ， 
0 t<0,t>a 0 t<0,t>a 


其 中 ，a > 0, b> 0. 求 及 (t) 与 f(t) 的 相关 函数 R12(7)。 
5. 几 拉 普 拉 斯 变换 解 下 列 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 : 


Ou Ou 
BE = Fr 0<z<+oot>0 
Du 
(DY wo=0, | =1 ; 
t=0 |,o 


ulz=0 =0, lim wu(z,t)=0 
zo 
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Du _ Pu 
ri (h>0) z>0,t>0 


(2) yule=0 = fo, ulz=0 =0 . 
癌 0 
zm007 
6. 几 传 立 叶 变 换 解 下 列 偏 微分 方程 : 
Ce <z<+too,t>0 
DLR ~ Or? Bs ; 
alt=o = f(z), | =0 
a 
B+ i=) -co<z<+o, 0<y<a 
(2) Yu(z,0) = f(z)，vwz,a) =0 ; 
i 
上 uz,y) = 上 9 
Ou _ Pu 
(8) rl <s<to0,t>0 
ule=0 =e-* ,wu(z,t) 有 界 


7. 如 图 10-2 所 示 ， 假 定 系统 最 初 是 静止 上 = 0 时 刻 ， 因 -单位 冲击 力 的 作用 开始 运动 ， 试 求 
由 此 而 产生 的 振动 。 


6(t) 


图 10-2 


7= 


附录 


附录 一 
人 在 这 个 附录 中 ， 我 们 将 《数学 分 析 》 中 的 一 些 常用 的 概念 和 定理 列 了 出 米 ， 其 主要 
日 的 是 为 了 尽 可 能 地 减少 读者 在 阅读 时 的 障 但 。 
一 、 一 致 连续 性 
定义 0.1 设 函数 f(z) ( 或 f(z,y)) 在 区 间 X ( 或 区 域 DD) 内 满足 :对 任意 的 ce > 0, 都 


存在 有 6 = 6le) > 0, 使 得 对 X ( 或 DD) 内 任意 两 点 zl za ( 或 (z1, 纳 ), (Zz2,V2))， 当 
lz 一 z2|<6( 或 Vz1 一 T2)?+(W1 一 ?7 <6) 时 ， 总 有 


If(zD) — f(zz)| <e (或 |f(z1,y) -f(z2,y2)| < oO) 


则 称 f(z) ( 或 f(z,y)) 在 X (或 万) 内 一 臻 连续。 
定理 0.1 设 函 数 f(z) ( 或 f(z,y)) 在 闭 区 间 [o, 世 ( 或 有 界 闭 区 域 D) 上 连续 ， 则 f(7) 
(或 f(z,y)) 在 [o 如 (或 万 ) 上 一 致 连续 并 且 在 [a, 肿 (或 D) 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 。 


二 、 级 数 的 一 致 收敛 性 
定义 0.2 对 于 函数 序列 f(z), fo(z),，… ,fn(z),… (a < 工 <), 如 果 f(z) = lim fn(z), 
(ae<z< 晶 存在 且 对 于 任何 e > 0, 可 以 确定 N = N(e), 使 得 当 n>N 和 a<z<b 时 ， 
成 立 
lfn(z) ~ f(D)| < 


则 称 这 函数 序列 在 区 间 (a,b) 内 为 一 致 收敛。 
定义 0.3 若 函 数 项 级 


afz) 十 az(Z) 十 -十 tn(Z) 十 … (0.1) 
的 部 分 和 序列 
Sn(z)= ur), (n=1,2,.…) 
气 


在 区 间 (a,b) 内 一 致 收 化 ， 则 称 (0.1) 在 此 区 间 内 为 一 致 收敛 . 
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定理 0.2 ( 柯 贞 判别 法 ) 级 数 (0.1) 在 区 间 (a, 芭 内 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 
的 e> 0, 存在 自然 数 N = N(e), 使 得 当 n>N 和 p>0 时 不 等 式 


ntp 


> wilz) 


i=ntl 


1Sn+p 一 Sn(z)| = <e (a<r<b) 


定理 0.3 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 对 于 级 数 (0.1), 若 有 收敛 的 正 项 数 项 级 数 


Cit+c2at+:.+cnt+ 


使 得 对 于 a<z< 训 有 lun(z)| < cn (n=1,2,…), 则 级 数 (0.1) 在 区 间 (a,b) 内 绝对 并 

一 致 收 伊 。 

定理 0.4 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 如 果 

(D 级 数 沁 an(z) 在 区 间 (q, 世 内 一 致 收 伊 ; 

CO) 本 才 到 bufa) (= 1 2 …) 都 是 有 界 的 ， 并 对 每 个 = 形成 一 音调 的 序列， 

则 级 数 二 an(z)bn(z) 在 区 间 (a,b) 内 一 致 收敛 。 

定理 0. 5 ( 狄 利克 省 判 唱法 ) 如 果 

(1) 级 数 学 an(z) 的 部 分 和 都 是 有 界 的 ; 

(2) 函数 列 如 (z) (n = 1, 2, …) 对 每 个 z 形成 一 个 单调 的 序列 ， 并 且 当 中 一 co 时 在 
(a,b) 内 一 致 地 趋 于 零 ， 

则 级 数 三 an(z)bn(z) 在 区 间 (a,b 内 一 致 收敛 。 


性 质 0.1 如 果 函 数 un(z) (n = 1, 2, 3, -…) 在 区 间 (a,b 内 有 定义 并 且 连 续 ， 而 级 教 (0.1) 
在 (a,b) 内 一 致 收效 于 和 函数 f(z), 则 f(z) 在 区 间 (a,b 内 连续 。 
性 质 0.2 设 函数 项 级 数 (0.1) 在 区 间 (a,b) 内 一 致 收敛 且 极限 lim un(z) = An, 对 每 个 


于 = 了 2，.… 存在 ， 则 级 数 实 4 收效 ， 并 且 | 这 wn} = 拉 {a wo 
n=1 sa (n=l nml (\**0 
性 质 0.3 车 收敛 级 数 (0.1) 的 各 项 在 区 间 (a,b) 内 尼 可 微 并 且 导 函数 的 级 数 Ew) 在 


(国内 一 致 收敛， 则 [ 关 w0| = Eu . 
性 质 0.4 若 级 赦 (0.1) 的 各 项 连续 ， 并 且 此 级 堵 在 区 间 (a, 及 内 一 致 收效 ， 则 


b pe [2 
| {Dw} es= > | un(z)dz- 
外 、 多 二 和 n=1 过 
三 、 广 义 积分 的 收敛 
4 
定义 0.4 如 果 积分 | f(z)d z 对 于 每 个 t> a 存在 ， 则 f(z) 在 [a,+o0) 上 的 广义 积分 
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可 定义 为 
+oo t 
| f(z)dzr= :im | f(r)dr (0.2) 
当 右 端 极限 存在 时 ， 称 此 广义 积分 为 收敛 的 ， 否 则 称 为 是 发 散 的 。 
定义 0.5 若 |f(z)| 广义 可 积分 ， 则 函数 f(z) 的 对 应 积分 (0.2) 称 为 绝对 收 化 的 ， 而 且 显 
然 也 是 收 伊 的 广义 积分 。 


定理 0.6 ( 柯 贞 判别 法 ) 广义 积分 (0.2) 收敛 的 充 要 条 件 为 对 于 任意 的 ce > 0, 存在 b= b(e)， 
六 
| f(z)dz 
LA 


当 刀 >b 及 >b 时 ,成立 不 等 式 <e 


定理 0.7 (比较 判 刊 法 D 设 对 任意 ze [a,+00), 有 |f(z)| < cg(z), 其 中 c 是 正 的 常数 。 
+oo 


es 
( 着 | stand 收 线 ， 则 各 分 | f(z) dz 绝对 收益 ; 


+oo +o0 
四) 若 CD14z 发放， 则 积分 6(z)dz 也 发 必 。 

定理 0.8 (比较 判别 法 ID 设 对 任意 z € [o,+oo)， 函 数 f(z) > 0, a > 0, 且 有 极限 
lim zf(z) =d, (0 < d < +0) . 


+00 
(1) 若 入 > 10<d< +oo, 则 无 穷 积 分 | f(z) dz 收敛 ; 


a 


(2) 若 A< 10< d< +oo, 则 无 穷 积 分 | ”radz 发 散 .。 
四 、 带 参数 积分 的 求 导 
定理 0.9 若 函 数 /(z,y) 在 区 域 D: a<z<ba<y< 有 8 上 有 定义 ,并 且 偏 导 数 f;(z,y) 


有 
在 区 域内 连续 ， 则 当 a <y< 有 时 ，7(o) = f(z)dy 可 能 ， 且 
Wk 
za= | ftway. 
定理 0.10 若 画 孝 f(z 胡 , 帮 (c, 切 在 区 域 D: a < <b a <y SB 上 有 定义 ，4a)， 


Wa) 在 区 本 上 可 能 ， 并 当 zE lo 肌 时 ， 有 a < Wz) < Ba < Wr) SA 则 
(zr) 
J(z) = | f(z,y)dy 可 微 ， 且 
oz) 
wz) 
90= | AD tv) 0) -foe) #0). 


五 、 有 限 覆 盖 与 闭 区 域 套 
定义 0.6 设 已 是 由 直线 上 的 一 些 开 区 间 ( 或 平面 上 的 开 圆 盘 ) 构成 的 全 合 。 若 对 属于 
直线 ( 或 平面 ) 上 的 子 集 已 中 的 任 一 点 &, 可 在 妃 中 至 少 找到 一 个 开 区 间 ( 或 开 圆 盘 ) 
A, 使 5eA, 则 称 已 是 下 的 一 个 开 斤 盖 。 
-160- 


定理 0.11 设 已 是 闭 区 间 [o, 如 ( 或 平面 上 的 有 界 闭 子 集 FF) 的 一 个 开 履 盖 ， 则 总 可 从 忆 
中 选 出 有 限 个 开 区 间 ( 或 开 圆 盘 ), 使 它们 的 并 集 包含 [w, 引 (或 下 ) . 

定义 0.7 设 {Fn)8 是 直线 上 ( 或 平面 内 ) 的 闭 区 间 ( 或 闭 区 域 ) 序列 。 若 FD 本 +1， 
nn 二 1,2,…，, 则 称 {Fn}8 是 一 个 闭 区 间 ( 或 闭 区 域 ) 套 。 

定理 0.12 设 {Fn}8 是 一 个 闭 区 间 ( 或 闭 区 域 ) 套 . 若 saa, lz1 —z2| = 0 (n= 00), 
则 必 有 且 仅 有 唯一 的 一 点 z 属于 所 有 的 下。 


六 、 格 林 公式 
定理 0.13 (格林 公式 ) 若 函 数 P(z, 与 Q(z, 切 以 及 史 与 2 在 光滑 或 运 自 光滑 闭 
曲线 C 国 成 的 闭 区 域 G 上 连续 ， 则 


J (如 -如 azav= 和 eaz+oa ye 
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附录 二 


拉 普 拉 斯 变换 简 表 


flt) = CEG)] 


F(s) = CU 


+oo 


般 画 数 f() F(s)= | flWe "dt 
1 1 
8 
eat 1 
3 一 QG 
， rT(m+l) 
t™ (m>-l) 一 sn 
T(m+1) 
t 
tmet (m> -1) ar 
a 
t 
sin a Fra 
8 
t Ie A 
So 82 十 02 
区 @ 
0 (To rar 
b 
-btcosat 
(s+b)?+a2 
1 . 
dk t Ee 
ul ost) 3(s2 十 a2) 


六 at — sinat) 


1 
s2(s2 +a?) 


asin at 一 atcosat) my 
六 (ot ~ sinat) FT 
Ginat ~ atcosat) 
1— Se lm 二 4 
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续 表 


f(t) = LF(s)] | F(s) = LZ[f()] 
般 函 数 f(t) F(s)= 三 ro dt 
-0_ 
| 
Vnt Vs 
sinat N 
t arctan 一 
a cm 3 
人 -0)e Ga 
上 czv 安 
ee 外 et 
po Ve se Vo, 
sin (2aVt) a 
A it (名 
1 -2avt lo% 多 
十。 av yc erfc ( 志 ) 
1 
ult) 3 
ot) 1 


Ha 
注 ， Ts) = | Zz -le -fdz，s > 0 称 为 伽 马 函数 
0 
> 
et = 讨 | 称 为 误差 函数 ; 


和 
ea=1-etaO= 疙 | ed 称 为 余 误差 函数 。 
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附录 三 


傅 利 叶 变换 简 表 


像 原 函数 了 (t) = 下 [PP(w)] 


像 函 数 FE(w) = [f(t)] 


1 
- 般 函 数 f(t) F(w)= | Jie 一 “dt 
全 阵 单位 肪 冲 
BE ll<5 2E , wr 
jd = 加 F(w)= 汪 sin 空 
和 { 全 > 了 2 
加 
指数 误 减 函数 
eat， t>0 1 
fl)= (8>0) F(w)= 一 一 
{ t<0 Btis 
: 角 肽 冲 函 数 
MT+4), -zs<t< 
ZJ4.2 和 44 wr 
f(D=4 池 (z oss FJ)= (1 -cs ) 
0, 全 > 也 
钟 形 脉 冲 


jd = Ae (8>0) 


Pl) = aSe 


Fourier 核 
- 1 
f= (0>0) Fj=1" 网 < 
0， lw|>wo 
Gauss 分 布 函数 
f= 一-e- 攻 FW)=e- 
= Va w)=€ 


续 才 


像 原 函 数 7(b) = 下 [FF(w)] 


像 函数 下 (w) = FLf(b] 


般 函 数 ( FE(w) = 站 ro 
f(t) =e"lt (Re(a) <0) F(w)= ss 
/0 = F0)= (he) 
f(t)=sinat? (a>0) F(w) = / Cos 位 3) 
f(t)=cosat? (a>0) F(w)= VE cos 位 3) 
/0= 玫 FC) = /再 


四 
JG = 人 (a#0,+1,.…) 


f(t)=e-" (Rea>0) 
1(0) = lt! (k=0,1,..°) 
f(t) = 6(t) 


F(w) = -2sin Fr + jlwl-l-e 


FU = Ee 


F(w) = 2(—1)*+1(2k + 1)lw-2*-2 


F(w)=1 


-= 65= 
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